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áÎÎÏÔÁÃÉÑ
÷ ÒÁÂÏÔÅ ÐÏËÁÚÁÎ ÐÒÉÍÅÒ Ó×ÑÚÉ ÌÏÇÉËÉ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ. ïÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚØ

×ÏÐÒÏÓÏ× ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ.

Abstract
In the paper an example of a connection between logic and combinatorics is shown.

We discuss connections between decidability problems of monadic second-order theories
over in�nite words and �nite transductions of in�nite words.

1 ÷×ÅÄÅÎÉÅ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÂÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ | ËÁËÉÅ Õ ÎÅ£ Ó×ÏÊÓÔ×Á É ËÁË
ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ? ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ×ÉÄÁ N→ N, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÍÉ ÌÉÛØ
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ Ó
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÂÕË× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x: ×ÈÏÄÉÔ ÌÉ × x
ÓÉÍ×ÏÌ a? ÷ÈÏÄÉÔ ÌÉ ÓÌÏ×Ï u? ÷ÈÏÄÉÔ ÌÉ ÓÌÏ×Ï u ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ? íÏÖÎÏ ÓÆÏÒ-
ÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÐÒÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. òÁÚÌÉÞÎÙÅ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ
É ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ, Ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ
×ÙÒÁÖÅÎÙ × ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÏÄ ÔÁËÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ∈ AN ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. æÏÒÍÁÌØÎÏ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÒÕËÔÕ-
ÒÙ ×ÏÚØÍ£Í 〈N; S;<;X〉, ÇÄÅ N | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ
ÉÎÄÉ×ÉÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, S | Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ, < | Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÙÊ
ÐÒÅÄÉËÁÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, X | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉ-
ÒÕÅÍÙÊ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x : N→ A. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÅÏÒÉÉ ÂÅÒ£Í ÏÂÙÞÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ
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ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷Ï ×ÓÅÈ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÉÑÈ ÍÙ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍ ÎÁÌÉÞÉÅ Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ Õ ÔÁËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ
ÐÏ ×ÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÍÅÓÔÏ Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÉ-
ËÁÔÁ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×ÚÑÔØ × ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ
É ÎÅ ÂÒÁÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×ÏÏÂÝÅ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÎ ×ÙÒÁÚÉÍ ÞÅÒÅÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.
ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ×ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ X ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÚÑÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× Xa
ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A, ÉÓÔÉÎÎÙÈ ÒÏ×ÎÏ ÔÁÍ, ÇÄÅ × x ÓÔÏÉÔ ÂÕË×Á a. íÏÖÎÏ
ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÍÅÎØÛÉÍ | ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÒÁÚÍÅÒÕ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 0 ×ÙÒÁÚÉÍÁ
× ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÒÁÚÉÍÙÈ
ÆÏÒÍÕÌ, ÄÏÂÁ×ÉÔØ × ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ×ÓÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

ôÅÏÒÉÀ, ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ×ÙÛÅ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ T〈x〉.
îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x, ÔÉÐÁ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ

× ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ × ÔÅÏÒÉÉ T〈x〉. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ ∀p∃q∃r (q >
p) ∧ S(q; r) ∧ X(q) = 0 ∧ X(r) = 1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏ-
ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ ÓÌÏ×Á 01. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÙÅ
Ó×ÏÊÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ×ÙÒÁÚÉÔØ, × ÔÅÏÒÉÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ×ÙÒÁ-
ÚÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, \ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ {a; b}, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ b (ÔÁËÉÍÉ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ
b) ×ÈÏÄÉÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÕË× a".

çÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ × ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÊ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÔÏÒÏ-
ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ÷ ÔÁËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ËÒÏÍÅ ÏÂÙÞÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ
p; q; : : : , ÒÁÚÒÅÛÅÎÙ ÔÁËÖÅ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ (ÉÌÉ ÐÏ ÏÄÎÏÍÅÓÔ-
ÎÙÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÁÍ) P;Q; : : : . ÷×ÏÄÑÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÁÔÏÍÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ×É-
ÄÁ P (p); Q(p); : : : , ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÝÉÅ \p ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P", \p ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Q". . . òÁÚÒÅÛÅÎÙ
ÔÁËÖÅ Ë×ÁÎÔÏÒÙ ÐÏ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ. ôÁËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ
MT〈x〉.

ôÅÏÒÉÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÙÛÅÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔØÀ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ T〈N; <〉, MT〈N; <〉.

ôÅÏÒÉÑ MT〈x〉 ÂÏÇÁÞÅ ÔÅÏÒÉÉ T〈x〉. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÅ ×ÙÛÅ ÎÅ ×ÙÒÁÚÉÍÏÅ ×
ÔÅÏÒÉÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó×ÏÊÓÔ×Ï × ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÔÁË: ∀p∀q(X(p)∧
X(q) ∧ (p < q) ∧ ∀r((p < r) ∧ (r < q) → ¬X(r)) → ∃Y (∀u∀v(S(u; v) → (Y (u) ↔ Y (v))) ∧
Y (p) ∧ Y (q))).

ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ Ó ÔÅÏÒÉÑÍÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, × ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ ÍÏÎÁÄÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÇÏÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ × ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÎÏ ×ÙÒÁÚÉÍÏ ÞÅÒÅÚ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ. íÙ
ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á.

äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ � × ÌÀÂÏÍ ÉÚ ×ÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÑÚÙËÏ× ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ L(�)
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ×ÅÒÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÒ-
ÎÁ, ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ×ÈÏÄÑÝÕÀ × ÎÅ£ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÐÏ
ÆÕÎËÃÉÑÍ X ËÁË x).

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ (É ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÄÌÑ ÎÁÓ) ×ÏÐÒÏÓÏÍ Ï ÌÀÂÏÊ ÔÅÏÒÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓ Ï
Å£ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ. ôÅÏÒÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÊ
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ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Å£ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ.
ïÓÎÏ×ÎÏÊ ×ÏÐÒÏÓ ÚÄÅÓØ | ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÁÔØ ËÌÁÓÓ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÉÈ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ. ÷ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ×ÏÐÒÏÓ ÎÅ ÒÅÛ£Î, É,
×ÉÄÉÍÏ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÛ£Î ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

ïÄÎÁËÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÉÈ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏ-
ÒÉÊ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 2 ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÙ âÀÈÉ É íÀÌÌÅÒÁ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ É
ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ, ËÁË ÏÎÉ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ×ÏÐÒÏÓÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ. ÷ ÒÁÚÄÅ-
ÌÅ 3 ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÂÌÉÚËÉÍÉ Ë
Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 4 ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁ-
ÔÙ Ï ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÔÉÐÁ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÉÈ
ÔÅÏÒÉÊ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÑÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [12, 18, 13].
îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÓÔÁÔØÑ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÐÅÒÅÒÁÂÏÔËÏÊ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÏÂÚÏÒÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ [14].
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × [14] ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÎÏÇÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÉÖÅ
ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ï ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ É Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, Ï
ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ × ËÏÎÃÅ ÓÔÁÔØÉ, ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÞÅÓÔØ × ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ [2].

2 íÏÎÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ É ËÏÎÅÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ
îÁÚÏ×£Í (ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ) Á×ÔÏÍÁÔÏÍ âÀÈÉ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ M = 〈A;Q; ~q;�; F 〉,
ÇÄÅ A | ×ÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ~q ∈ Q | ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ,
� ⊆ Q×A×Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÈÏÄÏ×, F ⊆ Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑ-
ÎÉÊ. èÏÄÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x = x(0)x(1)x(2) : : : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ � = �(0)�(1)�(2) : : : , ÞÔÏ �(0) = ~q É 〈�(i); x(i); �(i+1)〉 ∈ �
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÁÔ M ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ x, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ
ÏÄÉÎ ÈÏÄ � Á×ÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÅÅÓÑ
× � ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ×ÈÏÄÉÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ F .
ïÐÒÅÄÅÌÑÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ âÀÈÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÈÏÄÏ× � ⊆ Q× A×Q
ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× � : Q× A→ Q (Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ
ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÈÏÄÁ Á×ÔÏÍÁÔÁ).

åÓÔØ ÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÐÏÎÑÔÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÁÚÏ×£Í
(ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ) Á×ÔÏÍÁÔÏÍ íÀÌÌÅÒÁ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ M = 〈A;Q; ~q;�;F〉, ÇÄÅ
A | ×ÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ~q ∈ Q | ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ,
� ⊆ Q × A × Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÈÏÄÏ×, F ⊆ 2Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁ-
ËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. úÄÅÓØ ÐÏÄ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 2Q, ÔÏ
ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Q. èÏÄÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x = x(0)x(1)x(2) : : : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ
� = �(0)�(1)�(2) : : : , ÞÔÏ �(0) = ~q É (�(i); x(i); �(i+1)) ∈ � ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i. îÁÚÏ×£Í ÐÒÅÄÅ-
ÌÏÍ (ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ) Á×ÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ×ÄÏÌØ ÈÏÄÁ
� ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × � ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÒÁÚ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÅÒÅÚ lim�M . íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÁÔ M ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ
x, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÈÏÄ � Á×ÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ lim�M ∈ F .
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äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÌÏ×Ï ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÈÏÄÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ
ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÊ F . áÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ íÀÌÌÅÒÁ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÐÅÒÅÈÏÄÏ× � ⊆ Q × A × Q ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× � : Q × A → Q (Ó
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÈÏÄÁ Á×ÔÏÍÁÔÁ).

äÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ M âÀÈÉ ÉÌÉ íÀÌÌÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ M , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ L(M).

äÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ {a; b; c}, ×
ËÏÔÏÒÙÅ ÅÓÌÉ a ×ÈÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÔÏ É b ×ÈÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×Ï ÒÁÚ. á×ÔÏÍÁÔÙ íÀÌÌÅÒÁ É âÀÈÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L,
ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 1 (Á×ÔÏÍÁÔ âÀÈÉ ÐÏÎÁÄÏÂÉÌÓÑ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ).
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a

b
b

c

c

a

b
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∅, {qb}, {qc}, {qa, qb}, {qb, qc}, {qa, qb, qc}
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qc

qc!a

a

b
b

c

c

a

b

c

c

c
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òÉÓ. 1: ðÒÉÍÅÒ Á×ÔÏÍÁÔÁ íÀÌÌÅÒÁ (ÓÌÅ×Á) É Á×ÔÏÍÁÔÁ âÀÈÉ (ÓÐÒÁ×Á), ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ
ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÍÁËÒÏÓÏ-
ÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ íÀÌÌÅÒÁ ÄÁÎÏ ÓÐÉÓËÏÍ. ðÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ âÀÈÉ
ÏÔÍÅÞÅÎÙ Ô£ÍÎÙÍ Ã×ÅÔÏÍ.

üÔÏ ÐÒÉÍÅÒ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 ([7]). îÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ âÀÈÉ, ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Á×-
ÔÏÍÁÔÙ íÀÌÌÅÒÁ É ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ íÀÌÌÅÒÁ ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ
ÖÅ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏ Á×ÔÏÍÁÔÕ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÉÐÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÏÅ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ íÀÌÌÅÒÁ ÉÌÉ Á×ÔÏÍÁ-
ÔÏÍ âÀÈÉ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ. äÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ âÀÈÉ ÒÁÓÐÏ-
ÚÎÁÀÔ ÍÅÎØÛÉÊ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏ-
ÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× É ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ Ó×ÑÚØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 ([3]). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ Á×ÔÏÍÁÔÕ âÀÈÉ M
ÓÔÒÏÉÔ ÆÏÒÍÕÌÕ � ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ L(M) = L(�), É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÏ
ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ � ÓÔÒÏÉÔ ÔÁËÏÊ Á×ÔÏÍÁÔ âÀÈÉ M , ÞÔÏ L(�) = L(M).
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ×ÙÒÁÚÉÍÏ × ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4 ([3]). ôÅÏÒÉÑ MT〈N; <〉 ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

îÁÓ ÖÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ ÔÅÏÒÉÑ MT〈N; <〉 ÒÁÓÛÉÒÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔØÀ. îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÀÈÉ (ÔÅ-
ÏÒÅÍÙ 2).
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5. íÏÎÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-
ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ Á×ÔÏÍÁÔÕ âÀÈÉ (ÉÌÉ
ÌÀÂÏÍÕ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ Á×ÔÏÍÁÔÕ íÀÌÌÅÒÁ) ÍÏÖÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉ
ÜÔÏÔ Á×ÔÏÍÁÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÉÌÉ ÎÅÔ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5 ÄÁ£Ô ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÔÉÐÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

3 ðÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ T ∈ N, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÅ-
ÒÉÏÄÏÍ, ÉÍÅÅÍ x(i) = x(i + T ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ∈ N. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÍ
ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅÍ, ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÔÁËÖÅ É ÓÌÏ×Ï x[0; T − 1]. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÔÏ ÖÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, ÎÁ-
ÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ K. ôÏÇÄÁ x[0; K − 1] ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÏÍ. ðÒÅÄÐÅÒÉÏÄÏÍ
ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ É ÞÉÓÌÏ K. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ P , ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ EP .
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ×.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Å£ ÆÁË-
ÔÏÒÁ u ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ l, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ x ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á u. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï, ×ÈÏÄÑÝÅÅ × ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅ£ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. þÅÒÅÚ AP (al-
most periodic) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÌØËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÐÏ×ÔÏÒÑÅÍÏÓÔÉ Ó ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ×ÓÅÈ ÐÒÅÆÉËÓÏ×, Á ÎÅ ×ÓÅÈ ÆÁËÔÏÒÏ×. ðÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓ-
ÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Å£ ÓÕÆÆÉËÓ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÎ. ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ EAP (eventually almost periodic).

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁ-
ÖÄÏÇÏ Å£ ÆÁËÔÏÒÁ u, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ÎÅ£ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕ-
ÒÁÌØÎÏÅ l, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ
ÓÌÏ×Á u. ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ GAP (generalized al-
most periodic).

åÓÌÉ x ∈ EAP , ÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ x[n;∞) ∈ AP , ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÉÎÉ-
ÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÅÆÉËÓÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ pr(x). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m > pr(x) ÉÍÅÅÍ
x[m;∞) ∈ AP .
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é ÎÁËÏÎÅÃ, ÎÁÚÏ×£Í ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï, ËÏ-
ÔÏÒÏÅ × ÎÅ£ ×ÈÏÄÉÔ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÈÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÁÑ É ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅ-
ÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ. ëÌÁÓÓ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ R. ðÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÁÑ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Å£ ÓÕÆÆÉËÓ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÅÎ.
ëÌÁÓÓ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ER.

òÅÇÕÌÑÔÏÒÏÍ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ∈ GAP ÎÁÚÏ×£Í ÆÕÎË-
ÃÉÀ Rx : N → N, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÞÉÓÌÅ n ÒÁ×ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ l, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï
ÄÌÉÎÙ n, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÈÏÄÉÔ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔ-
ÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÈÏÄÉÔ
× x ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × x[l;∞) (×ÔÏÒÏÅ ×ÁÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝ£Î-
ÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ).
þÁÓÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËÁËÕÀ-ÔÏ ×ÅÒÈ-
ÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÎÅÇÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f , ÔÁËÕÀ ÞÔÏ f(n) > Rx(n) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n | × ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÉÛÅÍ f > Rx. åÓÌÉ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ-
ÓÔÉ ÏÂßÅÄÉÎÑÅÔ × ÓÅÂÅ Ä×Å ÆÕÎËÃÉÉ: ÏÄÎÁ ÓÌÅÄÉÔ ÚÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ
ÓÌÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, Á ÄÒÕÇÁÑ ÓÌÅÄÉÔ ÚÁ ÔÅÍ ÐÒÅÆÉËÓÏÍ, ËÏÔÏ-
ÒÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. éÎÏÇÄÁ ÓÔÏÉÔ
ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÚÄÅÌÑÔØ Ñ×ÎÏ, ÈÏÔÑ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ
ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ P ⊂ AP ⊂ EAP ⊂ GAP . ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×ÓÅ ÜÔÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ
ÓÔÒÏÇÉÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ{íÏÒÓÁ

t = 01101001100101101001011001101001 : : :

| ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ AP , ÎÏ ÎÅ ÉÚ P . äÒÕÇÏÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞÞÉ

f = 0100101001001010010100100101001001 : : :

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ t ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ 0 → 01, 1 → 10, É, ÎÁÞÁ×
Ó ÓÉÍ×ÏÌÁ 0, ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÎÅÍÕ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ, ÐÏÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÕ ÖÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ Ë
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ, É Ô. Ä. (ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ËÏ ×ÓÅÍ ÂÕË×ÁÍ ÓÌÏ×Á ÏÄÎÏ-
×ÒÅÍÅÎÎÏ). ëÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÌÏ×Ï ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. ÷ ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ t. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ f Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁ-
ÎÏ×ËÉ 0 → 01, 1 → 0. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï ÔÁËÏÍ ÓÐÏÓÏÂÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÍ.,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [2]. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ t É f ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ
Ó×ÏÊÓÔ× É ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏ×, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÍ. [1, 2, 6].

äÒÕÇÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÒÉÍÅÒÏ× ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÉÄÕÝÅÅ ÉÚ
ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ É ÐÏÑ×ÉÌÏÓØ [8, 9]) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÚÄÅÌÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ 1 ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÕÇ, ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÐÏÓÔÁ-
×ÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. ïÔÍÅÔÉÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ É ÎÁÞÎ£Í ÄÅÌÁÔØ ÛÁÇÉ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ
ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÛÁÇÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ, × ËÁËÕÀ ÄÕÇÕ ÐÏÐÁÄÁÅÍ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÍÙ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÉÎÏÇÄÁ
ÂÕÄÅÍ ÐÏÐÁÄÁÔØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÄÕÇÁÍÉ, ÎÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÉÚÏÊÄ£Ô ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ

6



ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÅÍ ÎÁÞÁÔØ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ Ó ÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÕÖÅ
ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ).

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï AP ( EAP ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ 10000000. . . ).
îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï EAP ( GAP ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × [15]. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ P ⊂
EP ⊂ EAP , ×ÓÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÖÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÔÒÏÇÉÅ. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ××ÅÄ£ÎÎÙÍÉ
ËÌÁÓÓÁÍÉ ÐÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 2.

AP

P

EP

EAP
GAP

òÉÓ. 2: ëÌÁÓÓÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ,
ÅÓÌÉ ÏÎÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ Å£ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉ-
ÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ. ëÌÁÓÓ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ GAPe. äÒÕÇÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ n ÍÏÖÅÔ ×ÙÄÁÔØ n-Ê ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, É ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á u ÍÏÖÅÔ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ l (ÎÅ
ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ), ÞÔÏ ÅÓÌÉ u ×ÈÏÄÉÔ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÒÁÚ, ÔÏ ÏÎÏ ×ÈÏÄÉÔ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l, Á ÅÓÌÉ u ×ÈÏÄÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ,
ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÓÕÆÆÉËÓ x[l;+∞).

4 ëÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÉ
ëÏÎÅÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ Á×ÔÏÍÁÔÏ× âÀÈÉ É íÀÌÌÅÒÁ, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌ£ÎÎÙÈ ×ÙÛÅ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, Õ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÎÏ ÎÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ.
÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÈÏÄÎÁÑ ÂÕË×Á, ÎÏ É ×ÙÈÏÄÎÁÑ.
ôÁËÏÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÞÉÔÁÅÔ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÂÕË×Ù ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ÎÁ ×ÈÏÄÎÏÊ
ÌÅÎÔÅ, É × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÙÍ ÍÅÎÑÅÔ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÔÅËÕÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ×ÙÄÁ-
£Ô ÂÕË×Õ ÎÁ ×ÙÈÏÄÎÕÀ ÌÅÎÔÕ É ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ×ÈÏÄÎÏÊ ÂÕË×Å. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ × ÉÔÏÇÅ ÎÁ ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ, É ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

äÁÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ
ÎÁÚÏ×£Í ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØM = 〈A;B;Q; ~q; �; �〉, ÇÄÅ A ÉB | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÁÚÙ×ÁÅ-
ÍÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÈÏÄÎÏÊ É ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, Q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ,
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~q ∈ Q | ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ, É

� : Q× A→ B∗; � : Q× A→ Q

| ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×. ðÕÓÔØ x ∈ AN. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (pn)∞n=0 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á Q ÎÁÚÏ×£Í ÈÏÄÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ M ÎÁ x, ÅÓÌÉ p0 = ~q É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÅÔÓÑ pn+1 = �(pn; x(n)). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M(x), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ËÁË M(x)(n) =
�(pn; x(n)), ÇÄÅ (pn)∞n=0 | ÈÏÄ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ M ÎÁ x, ÎÁÚÏ×£Í ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ M . ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÒÉÓ. 3.

x

M(x)

M q

a

b

òÉÓ. 3: ëÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ëÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ
M , ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x, ÔÅËÕÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ q, ×ÈÏÄÎÁÑ ÂÕË×Á a, ×ÙÈÏÄÎÁÑ ÂÕË×Á b.
á×ÔÏÍÁÔ ÉÄ£Ô ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï ×ÄÏÌØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ a ∈ A, q ∈ Q ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ |�(q; a)| = 1, ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÔÅÌÑ Ë ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ
ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ M = 〈A;B;Q; ~q; �; �〉 | ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÔÅÌØ, x | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ-
Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M ′ É ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ �, ÞÔÏ M(x) = �(M ′(x)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÍM ′ = 〈A;Q×A;Q; ~q; �; �′〉, ÔÁË ÞÔÏ �′(q; a) =
〈q; a〉 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ q ∈ Q É a ∈ A. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍ � : Q × A → B, ÔÁË ÞÔÏ
�(〈q; a〉) = �(q; a) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ q ∈ Q É a ∈ A. ñÓÎÏ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ M(x) = �(M ′(x)).

ðÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔÏ ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÒÁ×-
ÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ. åÓÌÉ [i; j] | ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á u ×
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x, ÐÒÉÞ£Í pi = q, ÇÄÅ (pn)∞n=0 | ÈÏÄ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ M ÎÁ x, ÔÏ
ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë ÜÔÏÍÕ ×ÈÏÖÄÅÎÉÀ ÓÌÏ×Á u × ÓÏ-
ÓÔÏÑÎÉÉ q.

ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ × [18] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [10]). íÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ Å£
Ó ÐÏÌÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ (ÐÏ [10]).

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ g ◦ g ◦ · · · ◦ g︸ ︷︷ ︸
m

ÞÅÒÅÚ gm.

ôÅÏÒÅÍÁ 7 ([18, 10]). ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ Ó m ÓÏ-
ÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, É x ∈ GAP. ôÏÇÄÁ ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.
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1. M(x) ∈ GAP.

2. ðÕÓÔØ M | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ. ôÏÇÄÁ RM(x)(n) 6 h(h(n)) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n,
ÇÄÅ h(n) = gm(n)− 1 É g(n) = Rx(n) + 1.

3. åÓÌÉ x ∈ GAPe, ÔÏ M(x) ∈ GAPe.
ìÅÍÍÁ 8. ðÕÓÔØ M | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ Ó m ÓÏ-
ÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, É x ∈ GAP. ðÕÓÔØ v = M(x)[i; j] | ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n × M(x),
ÔÁËÏÅ ÞÔÏ i > h(n), ÇÄÅ h(t) = gm(t) − 1, g(t) = Rx(t) + 1. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ r,
ÞÔÏ j − h(n) 6 r 6 i− 1 É M(x)[r; r + n− 1] = v.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ v = M(x)[i; j] | ÐÒÏÓÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÁ-
Ì£ËÏÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á v × M(x). ïÂßÑÓÎÉÍ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ÉÓËÏÍÏÅ v = M(x)[r; s].
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÄÏÐÕÝÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÙÔÏÖÉÍ É ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ
ÔÏÞÎÏ ÐÏÚÄÎÅÅ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ v = M(x)[i; j] É u1 = x[i; j] | ÐÒÏÏÂÒÁÚ v × x. ðÕÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ
M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë ÐÏÚÉÃÉÉ i, ÎÁÈÏÄÑÓØ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1. åÓÌÉ i ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ
×ÈÏÖÄÅÎÉÅ u1 = x[i2; j2] ÌÅ×ÅÅ [i; j], ÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ. åÓÌÉ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i2 ×
ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1, ÔÏ M(x)[i2; j2] = v. éÎÁÞÅ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i2 × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q2 6= q1
(ÒÉÓ. 4).

x

F (x)

q1

v1

u1u1

q2

òÉÓ. 4: éÌÌÀÓÔÒÁÃÉÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.

ðÏÌÏÖÉÍ u2 = x[i2; j]. åÓÌÉ i2 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ u2 =
x[i3; j3] ÌÅ×ÅÅ [i2; j], ÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ. åÓÌÉ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i3 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1, ÔÏ
M(x)[i3; i3 + n− 1] = v, ÔÁË ËÁË u2 ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó u1. åÓÌÉ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i3 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ
q2, ÔÏ M(x)[i3; j3] = M(x)[i2; j], É ÔÏÇÄÁ M(x)[j3−n+1; j3] = v, ÔÁË ËÁË u2 ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ
ÓÌÏ×ÏÍ u1. ÷ ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i3 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q3, ÔÁËÏÍ ÞÔÏ q3 6= q2 É q3 6= q1.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÏÖÉÍ u3 = x[i3; j] (ÒÉÓ. 5).

x

F (x)

q1

v1

u1u1

q2

u2

u1u1

q3

u2

òÉÓ. 5: éÌÌÀÓÔÒÁÃÉÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.

òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÔÁË ÄÁÌØÛÅ, ÍÙ, ×Ó£ ×ÒÅÍÑ ×ÙÂÉÒÁÑ ÈÕÄÛÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÎÁÊÄ£Í ÔÁËÉÅ i2; : : : ; im+1,
ÞÔÏ Ë ËÁËÉÍ-ÔÏ Ä×ÕÍ ÉÚ i1 = i; i2; : : : ; im+1 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ × ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏ×Ï v ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ × M(x)[im+1; j − 1].

ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÛÅÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÍÙ ÉÝÅÍ ×ÈÏÖÄÅ-
ÎÉÅ u1 = x[i2; j2]. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ i > Rx(n) | ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂ-
Ý£ÎÎÏÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ u1 ×ÈÏÄÉÔ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.
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ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ (j − 1) − i2 + 1 6 Rx(n) | ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ
x[i2; j − 1] ÎÁÛÌÏÓØ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ u1. ïÔÓÀÄÁ i2 > j −Rx(n) É |u2| = j − i2 + 1 6 Rx(n) + 1.

äÁÌÅÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ i2 > Rx(Rx(n) + 1) > Rx(|u2|) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ
ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ u2 = x[i3; j3], ÐÒÉÞ£Í i3 > j−Rx(Rx(n) + 1) É |u3| 6 Rx(Rx(n) +
1) + 1.

ðÏÌÏÖÉÍ g = Rx +1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ im > gm(n)−1 ÍÏÖÎÏ
×ÙÂÒÁÔØ im+1 > j − gm(n) + 1.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 7. ðÕÓÔØ x ∈ GAP , É ÎÁ x ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÔÅÌØ M Ó m ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ.

1) éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ
ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ M , ÔÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÕÀ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ.
äÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ M ÉÚ ÌÅÍÍÙ 8 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï v ÄÌÉÎÙ n ×ÈÏÄÉÔ × M(x)
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÔÏ ÏÎÏ ×ÈÏÄÉÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ gm(n) − 1 × M(x).
ðÏÜÔÏÍÕ M(x) ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ.

2) ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ÏÃÅÎËÕ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ RM(x). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ h(n) = gm(n) − 1, ÇÄÅ
g(n) = Rx(n) + 1.

ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï v ÄÌÉÎÙ n ×ÈÏÄÉÔ × M(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. ôÏÇÄÁ ÐÏ 1) ÏÎÏ
×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ h(n).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÏ×Ï v ÄÌÉÎÙ n ×ÈÏÄÉÔ × M(x) ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. äÏËÁÖÅÍ,
ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ v ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × M(x) ÐÒÁ×ÅÅ ÐÏÚÉÃÉÉ h(h(n)). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,
ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ôÏÇÄÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ h(n) ÓÌÏ×Á M(x)[0; h(h(n))−1] ÎÁÊÄ£ÔÓÑ
×ÈÏÖÄÅÎÉÅ v, ÔÁË ËÁË ÐÏ 1) ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÓÌÅ×Á
ÎÅ ÄÁÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ h(n). îÏ v ×ÈÏÄÉÔ × M(x) ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÒÁÚ. ðÏÜÔÏÍÕ × M(x) ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï w ÄÌÉÎÙ h(n) (ÇÄÅ-ÔÏ ÓÉÌØÎÏ ÓÐÒÁ×Á), ËÏÔÏÒÏÅ
ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ v. ôÏÇÄÁ ×ÓÀÄÕ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÎÅÇÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ h(h(n)) ÎÁÊÄ£ÔÓÑ
×ÈÏÖÄÅÎÉÅ w, ÚÎÁÞÉÔ, É × M(x)[0; h(h(n)) − 1] ÔÏÖÅ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÔÁË ËÁË ÎÁ ÌÀÂÏÍ
ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ h(n) × M(x)[0; h(h(n))−1] ÅÓÔØ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ v, ÎÏ w ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ v É ×ÈÏÄÉÔ
× M(x)[0; h(h(n))− 1].

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂßÅÄÉÎÑÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Á ÁÂÚÁÃÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ RM(x)(n) 6 h(h(n)).
3) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ,

Ô. Å. x ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ É ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ Rx ×ÙÞÉÓÌÉÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ð. 1), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ M , ÔÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÕÀ
ÏÂÏÂÝ£ÎÎÕÀ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÚÎÁÑ M É ÕÍÅÑ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ x, ÍÙ ÍÏÖÅÍ
×ÙÞÉÓÌÑÔØ M(x). ð. 2) ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÏÃÅÎËÕ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ RM(x). úÎÁÞÉÔ,
M(x) ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ x ∈ EAP ÉÌÉ x ∈ AP É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ-
Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ M ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ M(x) ∈ GAP . ôÅÏÒÅÍÁ 10 ÕÓÉÌÉ×ÁÅÔ ÜÔÏÔ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

éÍÅÑ É ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, ÔÅÏÒÅÍÁ 7 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 9. äÌÑ x ∈ GAP ÔÅÏÒÉÑ MT〈x〉 ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
x ∈ GAPe.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ⇒. ðÕÓÔØ ÄÌÑ x ∈ GAP ÔÅÏÒÉÑ MT〈x〉 ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁ-
ÖÄÏÇÏ n É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ a ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍ, ÎÅ ×ÅÒÎÏ ÌÉ x(n) = a, É ÔÁË
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ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x(n). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ. ôÁËÖÅ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ
ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ Rx, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n É l ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÔÏÔ ÆÁËÔ,
ÞÔÏ Rx(n) 6 l. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ, ËÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
×ÈÏÄÑÔ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÔÅÎÄÅÎÔÏ×, ËÁË
ÍÙ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÌÉÓØ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ, ËÒÏÍÅ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÓÌÏ× ÆÉËÓÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏ-ÚÎÁÞÎÁÑ.

⇐. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ x ∈ GAPe.
ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 5 ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ MT〈x〉 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ Á×ÔÏÍÁÔÕ íÀÌÌÅÒÁ, ÚÁÐÕÝÅÎÎÏÍÕ ÎÁ x, ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ, ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉ ÏÎ x ÉÌÉ
ÎÅÔ.

ðÕÓÔØ M | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ íÀÌÌÅÒÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ
x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M ′, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ M ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï M ′ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É Õ M , ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏ ÐÒÉÎÉÍÁ-
ÀÝÉÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ M ÍÙ ÚÁÂÙ×ÁÅÍ. îÁ ×ÈÏÄÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ M ′ ÒÁÂÏÔÁÅÔ
ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É M , Á ÎÁ ×ÙÈÏÄÎÕÀ ÌÅÎÔÕ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ Ó×Ï£ ÔÅËÕÝÅÅ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7 ÉÚ x ∈ GAPe ÓÌÅÄÕÅÔ M ′(x) ∈ GAPe.

äÌÑ ÌÀÂÏÊ x ∈ GAPe ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, ËÁËÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ×ÈÏÄÑÔ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ
ÒÁÚ: ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÁËÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ×ÈÏÄÑÔ × ÏÔÒÅÚÏË x[f(1); 2f(1)−
1], ÇÄÅ f | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ (Á \ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ" ÍÙ
ÍÏÖÅÍ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÓÁÍÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÔÏÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ M ,
ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ M ÎÁ x. úÎÁÞÉÔ,
ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉ Á×ÔÏÍÁÔ M ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 9 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ ôÕÜ{íÏÒÓÁ t É æÉÂÏÎÁÞÞÉ f ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ (ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅÓÌÏÖÎÏ
ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÏÃÅÎÉ×ÁÔØ Ó×ÅÒÈÕ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ).

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 7, ÎÏ, ×ÉÄÉÍÏ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ-
ÌÏÖÅÎÉÊ É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÄÌÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10 ([15, 16]). 1) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

2) ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ó n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, x ∈ AP. ôÏÇÄÁ F (x) ∈ EAP É

pr(F (x)) 6 Rn
x(1) + Rn−1

x (1) + · · ·+ Rx(1):

\üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ" ÏÃÅÎËÉ (× ÓÍÙÓÌÅ ÉÔÅÒÁÃÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ) ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ 7 É ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÁ × ÔÅÏÒÅÍÅ 10 ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÕÌÕÞÛÅÎÙ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ × [17, 11].

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÛÁÇÏ× × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 10 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ É ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.

îÁÚÏ×£Í ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M = 〈A;B;Q; ~q; �; �〉 ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ,
ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ q ∈ Q É a ∈ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ q′ ∈ Q, ÔÁËÏÅ
ÞÔÏ �(q′; a) = q. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × ÔÁËÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅ ËÁÖÄÁÑ ÂÕË×Á ×ÈÏÄÎÏÇÏ
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ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ × ÓÅ-
ÂÑ. îÁÈÏÄÑÓØ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ É ÚÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×ÈÏÄÎÙÈ
ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÊÄÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (× ÜÔÏÍ É
ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11 ([16]). ðÕÓÔØ M | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ Ó m ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ x ∈ AP, ÔÏ M(x) ∈ AP.

åÝ£ ÏÄÉÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ ÜÔÏÊ ÓÅÒÉÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ
ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 12 ([14]). ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ
x ∈ ER, ÔÏ M(x) ∈ ER.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍ 10, 12 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [14].
ðÒÉ×ÅÄ£Í ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. óÐÏÓÏÂ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÐÏ-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ôÕÜ{íÏÒÓÁ É æÉÂÏÎÁÞÞÉ × ÒÁÚÄÅÌÅ 3, ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ. îÁÚÏ×£Í
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ, ÉÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ � : A∗ → A∗ (ÚÄÅÓØ A∗ |
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× u; v ∈ A∗
×ÙÐÏÌÎÅÎÏ �(uv) = �(u)�(v). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÏÄÎÏÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ.

ðÕÓÔØ �(s) = su ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ s ∈ A, u ∈ A∗. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
m < n ÓÌÏ×Ï �n(s) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÌÏ×Á �m(s), ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ
�∞(s) = limn→∞ �n(s) = su�(u)�2(u)�3(u) : : : åÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ �n(u) 6= �,
ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �∞(s) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ �∞(s) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÍÉ. þÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙ-
ÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ: ÄÌÑ ÎÉÈ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ �(�∞(s)) = �∞(s) (ÅÓÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ � ÎÁ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ ôÕÜ{íÏÒÓÁ É æÉÂÏÎÁÞÞÉ | ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÅ.

åÓÌÉ × ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÂÕË×Ù ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ, ÐÏ-
ÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÍÏÒÆÉÚÍ h : A∗ → A∗,
ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÏÄÎÏÂÕË×ÅÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á × ÏÄÎÏÂÕË×ÅÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ.
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ h(�∞(s)), ÇÄÅ �∞(s) | ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ, h | ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 13 ([5]). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 13 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÖÅ × [2].

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 14. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÔÅÏÒÉÑ MT〈x〉 ÒÁÚÒÅ-
ÛÉÍÁ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÏÂÝÅÊ ÓÈÅÍÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 9. ðÒÏ-
ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×Á× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 13, ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏ ÍÏÒÆÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂß-
ÅËÔÏ× | ÁÌÆÁ×ÉÔ, ÍÏÒÆÉÚÍ, ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÂÕË×Á, ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ) É ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÍÕ
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ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÀ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÔÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ ×
ÎÅ£ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.

ðÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 14 ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ × [4].
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÝ£ ÏÄÎÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÉ

MT〈t〉 É MT〈f〉 ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ.
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