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çÌÁ×Á 1.

÷×ÅÄÅÎÉÅ

1.1. áËÔÕÁÌØÎÏÓÔØ ÔÅÍÙ É ÃÅÌØ ÒÁÂÏÔÙ
÷ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÒÁÚÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ-
ÎÏÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

ãÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÂÏÔÙ | ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÅÓËÁÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÓÌÏ×Á u ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÐÏÄÓÌÏ×Å ÄÌÉÎÙ n
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á u.

÷ÐÅÒ×ÙÅ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÙÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ
× Ó×ÑÚÉ Ó ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÏÊ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ É ÓÓÙÌÁÑÓØ ÎÁ ÒÁÂÏÔÙ
áÄÁÍÁÒÁ É ðÕÁÎËÁÒÅ, íÏÒÓ × 1921 ÇÏÄÕ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÒÁÂÏÔÕ [24], × ËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÞÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
(ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÌ ÉÈ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ). ÷ 1938 | 1940 ÇÏÄÁÈ ×ÙÛÌÉ ÒÁÂÏÔÙ
íÏÒÓÁ É èÅÄÌÕÎÄÁ \óÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ" [22, 23], × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏ-
ÇÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÙÌÉ ÐÏÄÒÏÂÎÏ
ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ.

éÄÅÑ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÔÒÁÅË-
ÔÏÒÉÉ × ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕË×
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. ðÏÎÉÍÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ËÁË Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ × ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÍÙ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ×ÙÄÅÌÑÅÍ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ËÏÎÅÞÎÏÅ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÌÁÓÔÅÊ É, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏ-
ÍÅÎÔÏ× ×ÒÅÍÅÎÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÒÅ-
ÍÅÎÉ), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÍÏÔÒÉÍ, × ËÁËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ × ÜÔÉ
ÍÏÍÅÎÔÙ. ôÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÔÏÞËÉ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÂÕË× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ÇÄÅ ÂÕË×Ù ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÂÌÁÓÔÑÍ ÐÒÏ-
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ÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ | ÜÔÏ ÔÏ-

ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁ Î£Í ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅÍ f : V → V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ V; f | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÕÀ
ÓÉÓÔÅÍÕ, A1, . . . , Ak | ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á × V , É p | ÔÏÞËÕ, ÏÒÂÉÔÁ ËÏÔÏÒÏÊ {fn(p) : n ∈ N} ÌÅÖÉÔ
× ⋃k

i=1Ak. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x : N → {1; : : : ; k} ÕÓÌÏ×ÉÅÍ
fn(p) ∈ Ax(n). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (ÎÅËÏÔÏÒÙÍ) ÔÏÞËÁÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÍÙ
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A = {1; : : : ; k}. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ L:
L(a0a1a2a3 : : : ) = a1a2a3 : : :

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÓÁ-
ÍÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ïÄÎÁËÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÛÉÒÏËÏÍ
ËÌÁÓÓÅ ÓÉÔÕÁÃÉÊ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ
ÂÌÉÚËÁ Ë ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×Ù×ÁÔØ ÒÁÚ-
ÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÏÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ×ÉÄÉÍÏ, ÕÖÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÌØËÌÏÒÏÍ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [25].

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1 ([25]). åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ËÏÍÐÁËÔÎÏ, É ÏÒÂÉÔÁ ËÁ-
ÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÔÎÁ × V , ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÁÑ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ÏÐÉÓÁÎÏ ×
ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ dC , ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Ù a × ËÁ-
ÞÅÓÔ×Å ÏÂÌÁÓÔÉ Aa ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ
Ó a, É × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ×ÚÑÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L ÌÅ×ÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ, Á ×
ËÁÞÅÓÔ×Å V ×ÚÑÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ f , ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÚÁ-
ÍËÎÕÔØ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ dC . ðÏÄÒÏÂÎÅÅ
ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [20].

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÉÚ
ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ. ðÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÑÍÉ. ïÎÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÞÅÒÅÚ Fac(x) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x.
ðÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏ-
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ÖÅÓÔ×ÏÍ ÐÏÄÓÌÏ× ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:
ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x É y ÅÓÌÉ x ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉ-
ÏÄÉÞÅÓËÁÑ É Fac(y) ⊆ Fac(x), ÔÏ Fac(y) = Fac(x), É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x,
ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Fac(x) ⊆ Fac(y) (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1).

üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ | ÐÒÉÍÅÒ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ
ÕÖÅ × [22, 23]. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÏÎÅÞÎÙÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á É ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÉÚÕ-
ÞÁÌÉÓØ Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. úÁÒÏÖÄÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ
ÏÂÌÁÓÔÉ | ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ ÓÌÏ× | ÐÒÉÎÑÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÂÏÔÙ ôÕÜ [34, 33],
× ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚÕÞÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÅÐÅÒØ
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ | íÏÒÓÁ (ÓÍ. 2.4), É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ Å£
ÂÅÓËÕÂÎÏÓÔØ (ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï ÒÁÂÏÔÁÈ ôÕÜ ÓÍ. × [6]). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ôÕÜ ÎÅ
ÉÍÅÌ × ×ÉÄÕ ËÁËÉÈ-ÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ Ó×ÏÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× É ÓÞÉ-
ÔÁÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÉÍ ×ÏÐÒÏÓÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ
ÉÎÔÅÒÅÓ (ÓÍ. [2]). óÅÊÞÁÓ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÌÏ× | ÁËÔÉ×ÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, É ×
ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ Ë ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ ÍÎÏÇÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.

÷ÐÅÒ×ÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ × ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÅ, ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÛÌÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ É × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x: ×ÈÏÄÉÔ ÌÉ
× x ÓÉÍ×ÏÌ a? ÷ÈÏÄÉÔ ÌÉ ÓÌÏ×Ï u? ÷ÈÏÄÉÔ ÌÉ ÓÌÏ×Ï u ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ
ÒÁÚ? íÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÐÒÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ. ëÏÇÄÁ ÎÁ ÔÁËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÍÏÖÎÏ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ,
ÐÏÌÕÞÁÑ ÎÁ ×ÈÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ?

òÁÚÌÉÞÎÙÅ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ, Ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÙ × ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÏÄ ÔÁËÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ∈ AN ÍÙ
ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. æÏÒÍÁÌØÎÏ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ×ÏÚØÍ£Í
〈N; S;<;X〉, ÇÄÅ N | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ
ÉÎÄÉ×ÉÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, S | Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ, < |
Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, X | ÆÕÎËÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍÙÊ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x : N → A.
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÅÏÒÉÉ ÂÅÒ£Í ÏÂÙÞÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÎÅÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÕÀ ÁÔÏÍÁÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ×ÉÄÁ X(n) = a
ÄÌÑ n ∈ N É a ∈ A; ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷Ï ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÉÑÈ ÍÙ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ-
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×ÁÅÍ ÎÁÌÉÞÉÅ Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍÏÇÏ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ Õ ÔÁËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ
ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÐÏ ×ÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ
×ÍÅÓÔÏ Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×ÚÑÔØ × ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÏÄÎÏÍÅÓÔ-
ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ É ÎÅ ÂÒÁÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ
×ÏÏÂÝÅ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÎ ×ÙÒÁÚÉÍ ÞÅÒÅÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ×ÍÅ-
ÓÔÏ ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ X ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÚÑÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× Xa ÐÏ
ÏÄÎÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A, ÉÓÔÉÎÎÙÈ ÒÏ×ÎÏ ÔÁÍ, ÇÄÅ × x ÓÔÏÉÔ ÂÕË×Á a.
íÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÍÅÎØÛÉÍ | ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÒÁÚ-
ÍÅÒÕ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×. ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 0 ×ÙÒÁÚÉÍÁ × ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ,
ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÒÁÚÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÄÏÂÁ-
×ÉÔØ × ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ×ÓÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ ÏÄÎÏÊ
ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ Ë ÄÒÕÇÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.

ôÅÏÒÉÀ, ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ×ÙÛÅ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ T〈N; <; x〉.
îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x, ÔÉÐÁ

ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ × ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ × ÔÅÏÒÉÉ T〈N; <; x〉. îÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ ∀p∃q∃r q > p ∧ S(q; r) ∧ X(q) = 0 ∧ X(r) = 1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ
Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ ÓÌÏ×Á 01. ôÅÍ ÎÅ
ÍÅÎÅÅ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ×ÙÒÁÚÉÔØ,
× ÔÅÏÒÉÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, \ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ {a; b}, × ËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ
×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ b (ÔÁËÉÍÉ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ b) ×ÈÏ-
ÄÉÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÕË× a".

çÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ × ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÊ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏ-
ÒÉÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ÷ ÔÁËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ËÒÏÍÅ ÏÂÙÞÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ p; q; : : : , ÒÁÚÒÅÛÅÎÙ ÔÁËÖÅ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÅ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ (ÉÌÉ ÐÏ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÁÍ) P;Q; : : : . ÷×ÏÄÑÔ-
ÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÁÔÏÍÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÉÄÁ P (p), Q(p), : : : ,
ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÝÉÅ \p ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P", \p ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Q". . . òÁÚÒÅÛÅÎÙ
ÔÁËÖÅ Ë×ÁÎÔÏÒÙ ÐÏ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ. ôÁËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÍÙ ÂÕ-
ÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ MT〈N; <; x〉.

ôÅÏÒÉÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÙÛÅÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ T〈N; <〉, MT〈N; <〉.

ôÅÏÒÉÑ MT〈N; <; x〉 ÂÏÇÁÞÅ ÔÅÏÒÉÉ T〈N; <; x〉. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÅ
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×ÙÛÅ ÎÅ ×ÙÒÁÚÉÍÏÅ × ÔÅÏÒÉÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó×ÏÊÓÔ×Ï × ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÊ
ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÔÁË: ∀p∀q(X(p) ∧X(q) ∧ p < q ∧ ∀r(p < r ∧ r <
q → ¬X(r)) → ∃Y (∀u∀v(S(u; v) → (Y (u) ↔ Y (v))) ∧ Y (p) ∧ Y (q))).

ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ Ó ÔÅÏÒÉÑÍÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, × ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÁÌÉ-
ÚÁÃÉÉ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÇÏÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ. îÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ × ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÊ
ÔÅÏÒÉÉ ÏÎÏ ×ÙÒÁÚÉÍÏ ÞÅÒÅÚ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ. ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÏÒÉÊ ÐÅÒ×Ï-
ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÚÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÄÌÑ
ÕÄÏÂÓÔ×Á.

äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ � × ÌÀÂÏÊ ÉÚ ×ÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÔÅÏÒÉÊ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ
ÞÅÒÅÚ L(�) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÆÏÒ-
ÍÕÌÁ ×ÅÒÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÒÎÁ, ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ×ÈÏÄÑÝÕÀ × ÎÅ£ ÅÄÉÎ-
ÓÔ×ÅÎÎÕÀ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÑÍ X ËÁË x).

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÏÐÒÏÓÏÍ Ï ÌÀÂÏÊ ÔÅÏÒÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓ Ï Å£ ÒÁÚ-
ÒÅÛÉÍÏÓÔÉ. ôÅÏÒÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ
ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Å£ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏËÉÈ ËÌÁÓ-
ÓÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÉÈ
ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ.

éÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÉÐÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÌÅÚÎÙ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ
ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÚÁÄÁÞ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ óÅÍ£ÎÏ×ÙÍ × [37].
îÁÚÏ×£Í ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁ-
ÖÄÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÌÉÂÏ ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅ£ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ Ó
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ, ÌÉÂÏ ×ÈÏ-
ÄÉÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏ-
ÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅ-
ÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ Ó ÐÒÉÐÉÓÁÎÎÙÍ Ë ÎÉÍ ÐÒÅÆÉËÓÏÍ,
ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÅÒÎÙÍ, ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4. ïÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÁÑ, ÅÓÌÉ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ×ÈÏÄÉÔ ÌÉ ÏÎÏ × ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, É × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÃÅÎËÕ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉ-
ÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÄÌÉÎÕ
ÐÒÅÆÉËÓÁ, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ.

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2 Ï ÔÅÏÒÉÑÈ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÂÙÌ
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ÐÏÌÕÞÅÎ × [37].
ôÅÏÒÉÀ T′〈N; <; x〉 (ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÀ ÔÅÏÒÉÉ T〈N; <; x〉)

ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ P | ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×, ÚÁÄÁ-
ÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x. ôÅÒÍÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÂÕÄÕÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÉÄÁ c,
x+ c, ÇÄÅ c ∈ Z, x | ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. áÔÏÍÁÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÂÕÄÕÔ
×ÙÒÁÖÅÎÉÑ � < � ′, � > � ′, p(�), ÇÄÅ p | ÐÒÅÄÉËÁÔ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ P , � É
� ′ | ÔÅÒÍÙ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÅÒÍÏ× ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÌÅÖÁÔØ ×
N, ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÁÔÏÍÁÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ
ÎÁ N.

íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÂÅÓË×ÁÎÔÏÒÎÁÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ
ÔÅÏÒÉÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÅÊ ÂÅÓË×ÁÎÔÏÒÎÁÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2 ([37]). 1) åÓÌÉ ÔÅÏÒÉÑ T′〈N; <; x〉 ÂÅÓË×ÁÎÔÏÒÎÁÑ, ÔÏ
x ∈ GAP.

2) ðÕÓÔØ x ∈ GAP. ôÏÇÄÁ ÔÅÏÒÉÑ T′〈N; <; x〉 ÂÅÓË×ÁÎÔÏÒÎÁÑ, ÐÒÉÞ£Í
ÏÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ x ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.

÷ÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ
ÓÌÏÖÎÙÍ. ÷ [8] ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ MT〈N; <〉, ÐÒÉ ÐÏ-
ÍÏÝÉ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÁÍ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞ-
ÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ. ëÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ âÀÈÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏ-
ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÉÎÉÍÁ-
ÀÝÉÍÉ, Á ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÄÎÏ | ÎÁÞÁÌØÎÙÍ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÐÏ
ËÏÔÏÒÏÍÕ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ ÂÕË×Õ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. åÓÌÉ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÐÏ ÂÕË×Å É ÔÅËÕÝÅÍÕ ÓÏÓÔÏ-
ÑÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á×ÔÏÍÁÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ. ðÏ
ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ Á×ÔÏÍÁÔ âÀÈÉ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ. òÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ Á×ÔÏÍÁÔ âÀÈÉ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁ ×ÈÏÄ ÐÏÄÁ£ÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ. á×ÔÏÍÁÔ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × Ó×Ï£Í ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ
É ÄÁÌÅÅ, ÞÉÔÁÑ ÂÕË×Ù ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏ ÏÄÎÏÊ, ÍÅÎÑÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ
ÎÁ ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÈ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÁ×ÉÌÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ðÏÌÕÞÉ×-
ÛÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÏÄÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Á×-
ÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ Á×ÔÏÍÁÔ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÙÊ, ÈÏÄÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÁÔ
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âÀÈÉ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ, ÂÕÄÕÞÉ ÚÁÐÕÝÅÎÎÙÍ ÎÁ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÐÏÂÙ×ÁÔØ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ Ó×ÏÉÈ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÄ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÄ-
ÎÏ ÉÚ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. äÌÑ
Á×ÔÏÍÁÔÁ âÀÈÉ M ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ-
ÎÉÍÁÀÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ M , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ L(M).

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3 ([8]). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ Á×-
ÔÏÍÁÔÕ âÀÈÉ M ÓÔÒÏÉÔ ÆÏÒÍÕÌÕ � ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ
L(M) = L(�), É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ � ÓÔÒÏÉÔ ÔÁËÏÊ Á×ÔÏÍÁÔ
âÀÈÉ M , ÞÔÏ L(�) = L(M).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.4 ([8]). ôÅÏÒÉÑ MT〈N; <〉 ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÔÅÏÒÉÊ
×ÉÄÁ MT〈N; <; x〉, ÔÏ ÅÓÔØ MT〈N; <〉, ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØÀ x. îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÁÖÎÏÅ ÄÌÑ
ÎÁÓ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.5 ([8]). íÏÎÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÒÁÚ-
ÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ
ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ Á×ÔÏÍÁÔÕ âÀÈÉ ÍÏÖÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉ ÜÔÏÔ
Á×ÔÏÍÁÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÉÌÉ ÎÅÔ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÅÏÒÉÑ MT〈N; <; x〉 ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x
×ÙÒÁÚÉÍÁ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÎÏ ÚÁÐÁÓ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ×Å-
ÌÉË | ÜÔÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÐÒÅÄÐÅÒÉÏ-
ÄÏÍ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÔÅÏÒÉÉ
MT〈N; <; x〉, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ. òÅÇÕ-
ÌÑÔÏÒÏÍ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ Rx : N → N, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÞÉÓÌÅ n ÒÁ×ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ
l, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n, ×ÈÏÄÑÝÅÅ × x, ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ ÔÏÌØËÏ × ÎÁ-
ÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË x ÄÌÉÎÙ l É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ ÄÁÌÅÅ, Á ÔÁËÖÅ ËÁÖÄÏÅ
ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n, ×ÈÏÄÑÝÅÅ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ×ÈÏÄÉÔ × ËÁÖÄÙÊ
ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ l. îÁÚÏ×£Í ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ
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ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ, É ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÃÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ ÒÅÇÕ-
ÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ. äÒÕ-
ÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ, ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÜÆ-
ÆÅËÔÉ×ÎÏ ÐÏ n ÏÃÅÎÉ×ÁÔØ ÐÒÅÆÉËÓ, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ×ÈÏÖÄÅ-
ÎÉÑ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × x ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ
ÏÃÅÎÉ×ÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n,
×ÈÏÄÑÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÂÙÌ ÐÏÌÕ-
ÞÅÎ × [38].

ôÅÏÒÅÍÁ 1.6 ([38]). ôÅÏÒÉÑ MT〈N; <; x〉 ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x
ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ × ÔÏÍ, ËÁË
×ÅÄ£Ô ÓÅÂÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ÚÁÐÕÝÅÎÎÙÊ ÎÁ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. üÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ Ó×ÑÚÁÎ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÅÒÉÅÊ
×ÏÐÒÏÓÏ× | ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÉÌÉ ÎÁÓËÏÌØËÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞ-
ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÎÉÍ ÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏ
×ÉÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÅÒÅÔØ ËÁ-
ÖÄÙÊ ×ÔÏÒÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÐÏÌÕ-
ÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. äÒÕÇÏÊ
ÐÒÉÍÅÒ | ÅÓÌÉ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË ÄÌÉÎÙ 10 ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ÐÒÉÞ£Í
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÂÌÏËÏ× É ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ
ÄÌÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÌÏËÏ×, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÎÏ×ÏÍ ÁÌ-
ÆÁ×ÉÔÅ ÂÕÄÅÔ ÓÎÏ×Á ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÙÐÏÌ-
ÎÅÎÙ É ÄÌÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÎÅÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÓÎÏ×Á ÐÏ-
ÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ. ðÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ
ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÑ Ë ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÁ 0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏ-
ÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÔÁ-
ËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÎÅÔ | 1111. . . ÐÏÞÔÉ ÐÅ-
ÒÉÏÄÉÞÎÁ, ÎÏ 01111. . . ÎÅÔ.

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÚÁ-
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ÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ ÒÁÚÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á. ðÒÏÓÔÅÊ-
ÛÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ | ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ, ÏÂßÅÄÉ-
ÎÑÀÝÉÅ × ÓÅÂÅ ×ÙÛÅÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÄ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ. ëÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÔÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
×ÙÄÅÌÅÎÏ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ, É ÐÒÁ×ÉÌÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ
Ó ËÏÔÏÒÙÍ, ÐÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ ÓÉÍ×ÏÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A, ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÔÅÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, Á ÔÁËÖÅ ×ÙÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ×
ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ B (ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ,
× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÕÌÅ×ÕÀ). ëÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ, ÂÕÄÕÞÉ
ÚÁÐÕÝÅÎÎÙÍ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ
× ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ, É ÐÏÌÕÞÁÑ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÙ ×ÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÁ×ÉÌÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÎÑÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ
É ÐÅÞÁÔÁÅÔ ÓÌÏ×Ï ÎÁ ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ. îÁÐÅÞÁÔÁÎÎÏÅ × ÉÔÏÇÅ ÎÁ ÌÅÎÔÅ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅ-
ÏÒÅÍÙ 1.6 × [38] ÓÔÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÊ
× [38]. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÖÅ × [25] ÉÌÉ × [43].
óÍ. ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 3.1.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.7 ([38]). 1) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏ-
ÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

2) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.7 ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 1.6. ïÄÎÁËÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.7
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ É ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ. éÚ×ÅÓÔÎÙ É ÄÒÕÇÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁ-
ÔÙ Ï ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÉ ËÌÁÓÓÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏ-
Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × [9] ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ
Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÎÉÖÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏÄ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (ÓÍ. ÔÁË-
ÖÅ [4]). ðÏÄ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÔÁËÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÐÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ ÂÕË×Õ, ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÄÁÀÔ ÎÁ ×ÙÈÏÄ
ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÂÕË×Õ. ëÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ × [10], ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
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(ÓÍ. ÎÉÖÅ) ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÎÉÊ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [4]).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ
Ó×ÏÊÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×ÁÍÉ ÔÉÐÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

äÒÕÇÉÅ ×ÁÖÎÙÅ ÄÌÑ ÎÁÓ ËÌÁÓÓÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ
Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÂÌÉÚËÉÍÉ Ë Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ,
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ É ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ìÀÂÁÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÐÒÅÄÐÅÒÉÏ-
ÄÏÍ), ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 3142857142857142 : : : (ÃÉÆÒÙ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ
22/7) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÍÁÛÉÎÏÊ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÁÍÑÔØÀ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÉÍÅÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÅ É ÐÅÒÉÏÄÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: × ÎÁ-
ÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ 3 É 142857. é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÁÑ ÍÁÛÉÎÁ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÁÍÑÔØÀ,
ÐÅÞÁÔÁÀÝÁÑ ÓÉÍ×ÏÌÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅ-
ÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×Ï ×ÒÅÍÑ Å£ ÒÁÂÏÔÙ ×
ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ÍÁÛÉÎÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏ×ÐÁÄ£Ô Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ
ÉÚ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁ×ÛÉÈÓÑ, É ÔÁË ÎÁÞÎ£ÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄ × ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ.

åÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÍÁÛÉÎÅ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ÓÉÍ×ÏÌÁÍ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ,
ËÌÁÓÓ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔ£Ô. ðÒÉ
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÐÏÒÑÄÏË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÎÅÅ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ÓÉÍ-
×ÏÌÙ ÞÉÔÁÀÔÓÑ ÓÎÏ×Á, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÌÁÓÓ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ, ××ÅÄ£ÎÎÙÊ ëÏÂÈÜÍÏÍ × [9].

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ | íÏÒÓÁ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2.4) t =
0110100110010110 : : : ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÁËÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÅÓÌÉ ÎÁ n-Í ÍÅÓÔÅ
ÓÔÏÉÔ 0, ÔÏ ÎÁ 2n-Í É (2n+1)-Í ÂÕÄÅÔ 0 É 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÅÓÌÉ ÎÁ n-Í
ÍÅÓÔÅ 1, ÔÏ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÎÁ 2n-Í É (2n+ 1)-Í ÂÕÄÅÔ 1 É 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

ëÏÂÈÜÍ ××ÏÄÉÔ ÉÅÒÁÒÈÉÀ ÎÁ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, × ÚÁ-
×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁË ÄÁÌÅËÏ ÎÁÄÏ ÚÁÇÌÑÄÙ×ÁÔØ ÎÁÚÁÄ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÐÉ-
ÓÁÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ. ÷ k-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ n-Ê ÓÉÍ×ÏÌ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÏÉÔ ÎÁ ÍÅÓÔÁÈ kn; kn+ 1; kn+ 2; : : : ; (k + 1)n− 1.

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ä×ÕÍÑ ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ
�k = {0; 1; : : : ; k − 1}. ëÁÖÄÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÂÕ-
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Ë×Á × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A (ÒÁÚÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ ÍÏÇÕÔ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÂÕË×Ù). á×ÔÏÍÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË: ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÎÁ
×ÈÏÄ ÓÌÏ×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ �k, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ×ÙÄÁ£Ô ÔÕ ÂÕË×Õ ÁÌ-
ÆÁ×ÉÔÁ A, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ.
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, ËÏÔÏÒÙÊ, ÂÕÄÕÞÉ
ÚÁÐÕÝÅÎÎÙÍ ÎÁ ÞÉÓÌÅ n, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÍ × k-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ×ÙÄÁ-
£Ô ÂÕË×Õ x(n). ëÏÇÄÁ ÑÓÎÏ ÉÌÉ ÎÅ×ÁÖÎÏ, Ï ËÁËÏÍ k ÉÄ£Ô ÒÅÞØ, ÐÒÉÓÔÁ×ËÕ
\k-" ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ.

ôÅÐÅÒØ ÏÐÉÛÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ. ðÕÓÔØ A, B | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÙ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÖÄÕÀ ÂÕË×Õ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A
ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ × ÓÌÏ×Ï ÁÌÆÁ×ÉÔÁ B. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ
Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A
ÂÕÄÅÔ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ ÏÂÒÁÚÏ× ÂÕË×, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÉÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÏÒÆÉÚ-
ÍÁÍÉ. íÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÙ ÏÂÒÁÚÏ× ×ÓÅÈ
ÂÕË× ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ É ÒÁ×ÎÙ k.

ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÁÌÆÁ×ÉÔÙ A É
B ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÀ-
ÝÉÅÓÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÐÒÉÞ£Í ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ ÔÏÞ-
ËÁÍÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ. ðÕÓÔØ � | ÍÏÒÆÉÚÍ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A, É s |
ÂÕË×Á ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï �(s) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó s. âÕÄÅÍ ÉÔÅÒÉ-
ÒÏ×ÁÔØ � ÎÁ s, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÏ×Á s, �(s), �2(s), �3(s), �4(s), . . . , ËÁÖÄÏÅ ÉÚ
ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. åÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á �n(s) ÓÔÒÅÍÉÔ-
ÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ Ó ÒÏÓÔÏÍ n, ÍÏÖÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞ-
ÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �∞(s), ÎÁÞÁÌÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏ×Á �n(s)
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x = �∞(s), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÍÉ. îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ,
ÞÔÏ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
�, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ. ðÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅÍ
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÍÉ. ëÁË ÄÏËÁÚÁÌ ëÏÂÈÜÍ
× [9], k-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÅ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ k-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁÍÉ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

íÏÒÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏÞÎÅÅ, ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÉÍÉ
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D0L-ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, L-ÓÉÓÔÅÍÙ (ÓÉÓÔÅÍÙ ìÉÎÄÅÎ-
ÍÁÊÅÒÁ), ×ÐÅÒ×ÙÅ ÐÏÑ×ÉÌÉÓØ × ÒÁÂÏÔÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÂÉÏÌÏÇÁ ìÉÎÄÅÎ-
ÍÁÊÅÒÁ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÖÉ×ÙÈ ÏÒÇÁÎÉÚÍÏ× (ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÓÍ. ÓÂÏÒÎÉË [30]). ïÄÎÁËÏ ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÓÔÁÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ É × ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ
ÓÌÏ×, ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÅ (ÓÍ. [4, 16, 29, 30]). á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÎÅÑ×ÎÏ ÂÙÌÉ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × [7], ×ÐÅÒ×ÙÅ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÚÕÞÁ-
ÌÉÓØ × [9]. èÏÒÏÛÅÊ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÅÊ, ÐÏÓ×ÑÝ£ÎÎÏÊ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÍ É ÍÏÒÆÉÞÅ-
ÓËÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ [4].

íÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ É ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÍÉ, ÎÏ ÎÅ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ-
ÍÉ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ {0; 1}, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ
ÓÉÍ×ÏÌ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 2n ÒÁ×ÅÎ 1, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁ×ÎÙ 0 (ÍÙ ÎÕÍÅÒÕÅÍ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 0), 2-Á×ÔÏÍÁÔÎÁ (ÌÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Á×ÔÏÍÁÔ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 1000. . . 00 × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ
ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ), ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉ-
ÞÅÓËÉÅ, ÎÏ ÎÅ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÞÔÉ ÐÅ-
ÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ (ËÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
× [17]), Á ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÛØ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÖÅ É ÏÄÎÏ-
×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÅ É ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ëÏ-
ÎÅÞÎÏ, ×ÓÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÏ×ÙÍÉ. óÒÅ-
ÄÉ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÁËÏ×Á, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ | íÏÒ-
ÓÁ, ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ ×ÙÛÅ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÁÚÄÅÌ 2.4). úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉ-
ÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ | ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ
ÏÐÉÓÁÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔ, ÍÏÒÆÉÚÍ, ÂÕË×Õ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÔÅÒÉÒÕÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ, É
ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÂÕË× × ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÔÁ×ÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ Ï ÍÏÒ-
ÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ. äÏ×ÏÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓ
Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ.

ðÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ððí).
äÁÎÏ: ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ: Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÅÓËÏÊ.
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íÎÏÇÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙÍÉ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ. èÏÒÏÛÉÍ ÏÂÚÏÒÏÍ ÐÏ ÔÁËÉÍ ÚÁÄÁÞÁÍ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ [16]. ïÄÉÎ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÐÒÏ-
ÂÌÅÍÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ ðÏÓÔÁ (Post correspondence problem), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÒÁÚ-
ÒÅÛÉÍÁ (ÓÍ. [32], Á ÔÁËÖÅ [16]). ðÒÏ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ððí ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ, ÈÏÔÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÏÊ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ
ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ððí, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á ×ÈÏÄÏ× ÎÁ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.

ôÅÓÔÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ððí ×ÏÐÒÏÓ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ×ÁÒÉÁÎÔ ÆÏÒÍÕ-
ÌÉÒÏ×ËÉ | ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ÐÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ É
ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÍÏÒÆÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ÷ÏÐÒÏÓ Ï ÐÏÌÕÞÅÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÄÌÑ
ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÙÌ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ ËÁË ÏÔËÒÙÔÙÊ
× [4], ÒÁÚÄÅÌ 10.12, ÐÒÏÂÌÅÍÁ 5.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÍÁ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ | ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÒÏ-
ÓÔÅÊÛÉÈ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ðÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-
ÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ p: N → N, ÞÔÏ p(n) ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n,
×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x. äÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ
ÉÚ m ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ÏÔ 1 ÄÏ mn.
ëÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ × [22] (ÔÁËÖÅ ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5), ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.

áÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ ÛÉÒÏËÏ ÉÚÕÞÁÌÏÓØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÍ. ÏÂÚÏÒÙ [5, 14]. ÷ ÓÅÒÉÉ ÒÁÂÏÔ,
ÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÅÊÓÑ ÒÁÂÏÔÏÊ [26], ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÞÉÓÔÏ
ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÉÈ ÐÑÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉË: O(1), �(n), �(n log log n), �(n log n), �(n2). ÷ [27]
ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó
ÐÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ×ÉÄÁ �(n1+ 1

k ) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k > 1.
ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÄÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ ÂÙÌÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ. îÁËÏ-
ÎÅÃ, × [11] ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÉÄÏ×: O(n log n) ÉÌÉ �(n1+ 1

k )
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ∈ N. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ×ÏÚÍÏÖ-
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ÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉË ÐÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ O(n log n).

÷ ÓÌÕÞÁÅ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÐÒÏÝÅ. ëÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ × [9], ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÌÉÎÅÊÎÁ.

îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÍ. [14]), ÞÔÏ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ m ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÎÅ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅm�n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ � < 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � < 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ m ÓÉÍ×ÏÌÏ× Ó ÐÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ
ÎÅ ÍÅÎØÛÅ m�n (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÍ. [46]).

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊ-
ÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ É ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÇÏÒÁÚÄÏ
ÐÒÏÝÅ. ëÁË ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ
ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÌÉÎÅÊÎÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊ-
ÎÏÓÔØ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÙÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÒÁÎÅÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÍ. [29]).

îÁËÏÎÅÃ, ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÍÏÊ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅ
Ó×ÏÊÓÔ× ÐÏÎÑÔÉÑ ÍÅÒÙ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÓÁÍÕÀ ÐÒÏÓÔÕÀ ÓÔÒÕËÔÕ-
ÒÕ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÉÚÍÅÒÑÔØ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÄÁÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÁÌÅËÁ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. ÷ [47] ××ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÅ-
ÒÙ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÍÅ-
ÒÁ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ ÞÉ-
ÓÌÏ �, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÌÀÂÙÍ Ó×ÏÉÍ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ
ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÏÌÀ � ÒÁÚÌÉÞÉÊ. îÁÓËÏÌØËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ Á×ÔÏÒÕ, ÓÉÓÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ× ÒÁÎÅÅ ÎÅ ÐÒÏ×ÏÄÉÌÏÓØ,
ÏÄÎÁËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ÷ [47] ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á É ÐÏÓÞÉÔÁÎÁ ÍÅÒÁ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÐÉÓÏË ÏÔËÒÙÔÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÄÌÑ
ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ.
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1.2. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ
÷ ÇÌÁ×Å 2 ××ÏÄÑÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÉÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ
Ó×ÏÊÓÔ×Á. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ × ÇÌÁ×ÁÈ 3, 4, 5, 6.

çÌÁ×Á 3 ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ. éÚ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 1.7 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝ£Î-
ÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×ÅÒÎÏ ÂÏ-
ÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. îÁÚÏ×£Í ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ-
×Á É ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ ÒÁ-
ÎÅÅ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4).

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4. ðÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×É-
ÅÍ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ.

þÁÓÔØ 2 ÔÅÏÒÅÍÙ 1.7 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÉÚÁÃÉÅÊ ÞÁÓÔÉ 1. ðÏ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×Õ, × ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÞÁÓÔÉ 1 × ÎÅÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ, ÚÎÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÔÅÌØ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÏÃÅÎËÕ ÎÁ Å£ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ-
ÓÔÉ. éÍÅÎÎÏ ÜÔÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ É ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.6.

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ ×ÏÐÒÏÓ ÏÂ ÜÆÆÅËÔÉ×ÉÚÁÃÉÉ ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 3.4. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ,
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÏÃÅÎËÁ ÎÁ Å£ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏ-
ÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 3.4 ÏÔ ÏÂÒÁÚÁ ÜÔÏÊ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ ÍÏÖÎÏ ÏÔÒÅÚÁÔØ
ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÏÃÅÎÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ ÄÌÉÎÕ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ?
áÎ. á. íÕÞÎÉË × 2005 Ç. ×ÙÓËÁÚÁÌ ÇÉÐÏÔÅÚÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ, ÏÄÎÁËÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.5 ÐÏ-
ËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Rx ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
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g : N→ N ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ g ◦ g ◦ · · · ◦ g︸ ︷︷ ︸
m

ÞÅÒÅÚ gm.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.5. ðÕÓÔØ M | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÔÅÌØ Ó m ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, É x | ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M(x) | ÏÂÒÁÚ x ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ M |
ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÐÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ
ÐÒÅÆÉËÓÁ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Rm

x (1) + Rm−1
x (1) + · · ·+ Rx(1).

äÁÌÅÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, Á ÔÁË-
ÖÅ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. íÙ ÄÏ-
ËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÔÅ-
ËÏ×ÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

çÌÁ×Á 4 ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 3.5 ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ
×ÏÐÒÏÓ: ÐÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÁ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÏÃÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ Å£ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ. íÏÖÎÏ
ÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÜÔÉÈ ÄÁÎÎÙÈ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÔÏÔ ÐÒÅÆÉËÓ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔÒÅÚÁÔØ ÏÔ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÞÔÏÂÙ ÐÏ-
ÌÕÞÉÔØ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ? ëÁË ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×
ÔÅÏÒÅÍÅ 4.1, ÔÁËÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ôÅÏÒÅÍÙ 4.2, 4.3, 4.8 Ñ×ÌÑÀÔ-
ÓÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ-
×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÉÌÉ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É Å£ ÒÅ-
ÇÕÌÑÔÏÒÕ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÉÌÉ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï. îÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÁÑ ÉÚ ÎÉÈ | ÔÅÏÒÅÍÁ 4.3,
ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ×ÓÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏ ÏÂÏÂÝ£Î-
ÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É Å£ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÕ ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ M .
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ, ÓÍ. ÓÌÅÄ-
ÓÔ×ÉÑ 4.10 É 4.11.

÷ ÇÌÁ×Å 5 ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÙÊ ×ÏÐÒÏÓ | ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ððí
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(ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.1). ÷ÏÐÒÏÓ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÎÏ ÍÙ ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÏÂ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÁÚÒÅ-
ÛÉÍÏÓÔÉ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ 5.6. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ,
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÐÏ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ
ÏÎÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
ôÅÏÒÅÍÁ 5.7. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ,
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÐÏ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.

ðÅÒÅÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÐÏ-
ÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ É Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.6, Á ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÂÙÌÉ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÅÎÙ Á×ÔÏ-
ÒÏÍ × [45] ÄÌÑ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ
ÎÅÓÔÉÒÁÀÝÉÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Ù
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ. ÷ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ × ÒÁÂÏÔÅ [48] ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÂÙÌ ÏÂÏÂÝ£Î ÐÅÒ×ÙÍ Á×ÔÏÒÏÍ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

÷ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.4 ÇÌÁ×Ù 5 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔ.
ôÅÏÒÅÍÁ 5.19. ðÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÒÆÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÌÉÎÅÊÎÁ.

çÌÁ×Á 6 ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÍÅÒÅ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÅÊ. íÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÅ × [47], ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏ-
ÌÕÞÅÎÙ Á×ÔÏÒÏÍ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÉÅ ×ÅÒÈÎÀÀ É
ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÍÅÒÙ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÁÌ-
ÆÁ×ÉÔÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞ-
ÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ûÔÕÒÍÁ (ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ | ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÉÖÅ) ÒÁ×ÎÁ 0.
ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ ôÕÜ | íÏÒÓÁ ÒÁ×ÎÁ 1/3, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÍÅÒÕ ÁÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÎÏÓÔÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ôÕÜ | íÏÒÓÁ |
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ðÒÕÜ.
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âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ
á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÇÌÕÂÏËÕÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ Ó×ÏÅÍÕ ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÒÕËÏ×ÏÄÉ-
ÔÅÌÀ ÞÌ.-ËÏÒÒ. òáî, ÐÒÏÆ. áÌÅËÓÅÀ ìØ×Ï×ÉÞÕ óÅÍ£ÎÏ×Õ ÚÁ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÕ
ÚÁÄÁÞ, ÐÏÄÄÅÒÖËÕ É ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ, Á ÔÁËÖÅ Ë. Æ.-Í. Î.
áÎÄÒÅÀ áÌØÂÅÒÔÏ×ÉÞÕ íÕÞÎÉËÕ (1958 | 2007) ÚÁ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞ, ÍÎÏ-
ÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ. ðÒÅÖÄÅ×ÒÅÍÅÎÎÙÊ ÕÈÏÄ
ÏÔ ÎÁÓ áÎÄÒÅÑ áÌØÂÅÒÔÏ×ÉÞÁ | ÏÇÒÏÍÎÁÑ ÐÏÔÅÒÑ ÄÌÑ ÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ É ÍÉ-
ÒÏ×ÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ Ó×ÏÉÍ ÓÏÁ×ÔÏÒÁÍ æÒÁÎÓÕÁ îÉËÏÌÑ (Fran�cois Nico-
las), íÉÈÁÉÌÕ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÉÞÕ òÁÓËÉÎÕ, àÌÉÉ óÅÒÇÅÅ×ÎÅ õÌÑÛËÉÎÏÊ ÚÁ
ÕÓÐÅÛÎÏÅ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔ×Ï, Á ÔÁËÖÅ óÅÒÇÅÀ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞÕ á×ÇÕÓÔÉÎÏ-
×ÉÞÕ, óÅÒÇÅÀ é×ÁÎÏ×ÉÞÕ áÄÑÎÕ, îÉËÏÌÁÀ ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×ÉÞÕ ÷ÅÒÅÝÁÇÉ-
ÎÕ, òÏÓÔÉÓÌÁ×Õ áÎÄÒÅÅ×ÉÞÕ äÅ×ÑÔÏ×Õ, âÒÀÎÏ äÀÒÁÎÕ (Bruno Durand),
àÈÁÎÉ ëÁÒÈÕÍÑËÉ (Juhani Karhum�aki), öÀÌØÅÎÕ ëÁÓÓÜÎÀ (Julien Cas-
saigne), ïÒÎÅ ëÕÐÆÅÒÍÁÎ (Orna Kupferman), îÁÒÁÄÕ òÁÍÐÅÒÓÁÄÕ (Narad
Rampersad), áÎÄÒÅÀ àÒØÅ×ÉÞÕ òÕÍÑÎÃÅ×Õ, ëÁÌÌÅ óÁÁÒÉ (Kalle Saari),
áÌÅËÓÁÎÄÒÕ ûÅÎÀ É ÄÒÕÇÉÍ ÚÁ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÁ
ÔÅÍÙ, ÚÁÔÒÏÎÕÔÙÅ × ÒÁÂÏÔÅ.

òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉÓØ ÎÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÍ
ÓÅÍÉÎÁÒÅ ËÁÆÅÄÒÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ É ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÍÅÈÍÁ-
ÔÁ íçõ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ \áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÁÌÇÅÂÒÙ É
ÌÏÇÉËÉ" ÐÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ ÁËÁÄÅÍÉËÁ òáî ó. é. áÄÑÎÁ, Á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏ-
ÄÁÒÅÎ ×ÓÅÍ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑÍ É ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ ÜÔÉÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏ× ÚÁ ×ÎÉÍÁÎÉÅ
É ÐÏÄÄÅÒÖËÕ. á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ×ÓÅÍ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÁÍ ËÁÆÅÄÒÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ É ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÚÁ ÐÒÅËÒÁÓÎÕÀ ÄÏÂÒÏÖÅÌÁÔÅÌØÎÕÀ
ÁÔÍÏÓÆÅÒÕ.
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çÌÁ×Á 2.

ïÂÚÏÒ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ

2.1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
áÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ïÂÙÞÎÏ
ÁÌÆÁ×ÉÔ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÂÕË×ÁÍÉ A, B É Ô. Ð. åÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÙ ÎÁÚÙ-
×ÁÅÍ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ ÉÌÉ ÂÕË×ÁÍÉ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÉÎÁÒÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ
ÓÉÍ×ÏÌÏ× {0; 1} ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ B. áÌÆÁ×ÉÔ {0; 1; : : : ; n− 1} ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �n. ðÏ
ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÙ, É ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÎÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÏ× ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÅÍ ÜÔÏ ÏÓÏÂÏ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÞÅÒÅÚ #X ÉÌÉ |X| ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × Î£Í.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {0; 1; 2; : : : } ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N.

åÓÌÉ i 6 j ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ, ÞÅÒÅÚ [i; j] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ
ÒÑÄÁ Ó ËÏÎÃÁÍÉ × i É j, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {i; i + 1; i + 2; : : : ; j}. ïÔ-
ÒÅÚÏË [0; n] ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ [n]. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÂÕË× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ ÎÁÄ ÉÌÉ × A. þÅÒÅÚ A∗ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÎÁÄ A, ×ËÌÀÞÁÑ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï �. íÙ
ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÏÄÎÏÂÕË×ÅÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á É ÂÕË×Ù ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. þÅÒÅÚ |u| ÂÕÄÅÍ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á u, ÞÅÒÅÚ |u|a | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÕË× a × ÓÌÏ×Å u. ôÁË-
ÖÅ ÐÏÄ ÓÌÏ×ÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ u : [|u|−1] → A, ÔÁË ÞÔÏ
u(i) ÄÌÑ 0 6 i 6 |u| − 1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ i-Ê ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ÓÉÍ×ÏÌ ÓÌÏ×Á u. äÌÑ
ÓÌÏ×Á u ∈ B∗ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �u ÓÌÏ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ u ÚÁÍÅÎÏÊ ×ÓÅÈ 0 ÎÁ
1 É ×ÓÅÈ 1 ÎÁ 0.

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÄ A | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
x : N → A. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÍÅÔÒÉËÕ dC ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ
ËÁË dC(x; y) = 2−n, ÇÄÅ n = min{k : x(k) 6= y(k)}. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÍÅÔÒÉËÏÊ dC , ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ËÁÎÔÏÒÏ×-
ÓËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ AN.
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, limn→∞ un = x, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ n,
ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ m > n ÉÍÅÅÍ um(i) = x(i) (ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ
ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× un). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ.

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ âÅÚÉËÏ×ÉÞÁ: dB(x; y) = lim inf 1

n#{i : 0 6
i 6 n − 1; x(i) 6= y(i)}. ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÐÏÔÏÍÕ
ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ dB(x; y) = 0 ÐÒÉ x 6= y. ïÄÎÁËÏ Ä×ÕÍ ÄÒÕÇÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ
ÍÅÔÒÉËÉ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ
âÅÚÉËÏ×ÉÞÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ.

þÅÒÅÚ x[i; j] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÔÒÅÚÏË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x | ÓÌÏ×Ï
x(i)x(i + 1) : : : x(j). çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ [i; j] | ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ x ÓÌÏ×Á u ∈ A∗, ÅÓÌÉ x[i; j] = u. ÷ÈÏÖÄÅÎÉÅ u = x[i; j] × x ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-×ÙÒÏ×ÎÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ k ÄÅÌÉÔ i. óÌÏ×Ï u 6= � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁË-
ÔÏÒÏÍ ÉÌÉ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x, ÅÓÌÉ u ×ÈÏÄÉÔ × x. íÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ
Fac(x), ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ m | Facm(x). æÁË-
ÔÏÒÙ ×ÉÄÁ x[0; i] ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÁÍÉ x, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ
x(i)x(i+1)x(i+2) : : : | ÓÕÆÆÉËÓÁÍÉ x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ x[i;∞). íÙ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÓÅÂÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ É ÉÄÕ-
ÝÅÊ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×Ù-
ÒÁÖÅÎÉÑ \ÌÅ×ÅÅ" É \ÐÒÁ×ÅÅ" ÄÌÑ ÍÅÎØÛÉÈ É Â�ÏÌØÛÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ L ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ: L(a0a1a2a3 : : : ) = a1a2a3 : : :

ðÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ px : N→ N, ÞÔÏ px(n) ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n, ×ÈÏÄÑÝÉÈ
× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x.

2.2. íÏÒÆÉÚÍÙ
ðÕÓÔØ A, B | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : A∗ → B∗ ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u; v ∈ A∗ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ �(uv) = �(u)�(v).
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÏÄ-
ÎÏÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ. íÏÒÆÉÚÍ ÎÅÓÔÉÒÁÀÝÉÊ, ÅÓÌÉ |�(a)| > 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ
a ∈ A. íÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ |�(a)| = k ÄÌÑ ×ÓÅÈ
a ∈ A. 1-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎ-
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ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ x | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
ÐÏÌÏÖÉÍ �(x) = �(x(0))�(x(1))�(x(2)) : : :

ðÕÓÔØ � : A∗ → A∗ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. îÁÚÏ×£Í ÅÇÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ,
ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ �n(a) ÓÏÄÅÒÖÉÔ b. îÁ-
ÚÏ×£Í ÅÇÏ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ a; b ∈ A
ÓÌÏ×Ï �n(a) ÓÏÄÅÒÖÉÔ b. ëÁÖÄÙÊ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉ-
×ÏÄÉÍÙÍ, ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ËÏÎÔÒÐÒÉ-
ÍÅÒ | ÍÏÒÆÉÚÍ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �(0) = 1 É �(1) = 0.

óÌÏ×Ï w ∈ A∗ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× (w; �(w); �2(w); �3(w); : : : ) ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ.
óÌÏ×Ï w ∈ A∗ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ |�n(w)| → ∞ ÐÒÉ n →
∞. îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ A∗ ÌÉÂÏ �-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ, ÌÉÂÏ
�-×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÅ. íÏÒÆÉÚÍ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ |�(a)| ≥ 2
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÍÏÒÆÉÚÍ � : A∗ → A∗ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÊ,
ÅÓÌÉ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A ×ÓÅ ÂÕË×Ù �-×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ.

óÌÏ×Ï w ∈ A∗ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-ÓÔÉÒÁÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ �n(w) = � ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏ-
ÇÏ n. óÌÏ×Ï �-ÓÔÉÒÁÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ
ÉÚ �-ÓÔÉÒÁÅÍÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. ðÕÓÔØ I� | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �-×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ
ÓÉÍ×ÏÌÏ×, B� | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÔÁËÖÅ E� ⊆ B� | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �-ÓÔÉÒÁÅÍÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
A = I� ∪B� É I� ∩B� = ∅.

ðÕÓÔØ |A| = n. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÔÏÇÄÁ A Ó �n, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ � : �∗

n → �∗
n. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ

M� ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÁË ÞÔÏ (M�)ij ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÉÍ×ÏÌÁ i ×
ÓÌÏ×Ï �(j). îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ l ∈ N ÉÍÅÅÍ M l

� = M�l.
÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ � ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
l ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ M l

� ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ.
ðÕÓÔØ � : A∗ → A∗ | ÍÏÒÆÉÚÍ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÉÎ-

ÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ G� ÍÏÒÆÉÚÍÁ �. åÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ | ÁÌÆÁ×ÉÔ A. ÷
ÇÒÁÆÅ G� Ò£ÂÒÁ ÉÄÕÔ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÂÕË×Ù b ∈ A ×Ï ×ÓÅ ÂÕË×Ù, ×ÈÏÄÑÝÉÅ ×
ÓÌÏ×Ï �(b). íÎÏÇÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÅÇÏ ÇÒÁÆÕ ÉÎ-
ÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÇÒÁÆ G� ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å
×ÈÏÖÄÅÎÉÊ i × �(j), ÔÏ ÅÓÔØ G� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎØÛÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÞÅÍ M�.
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2.3. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÏÇÏ T ∈ N, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÏÍ, ÉÍÅÅÍ x(i) = x(i + T ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
i ∈ N. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÅÍ, ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÍÙ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÍ ÔÁËÖÅ É ÓÌÏ×Ï x[0; T−1]. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁ-
ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÔÏ ÖÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ K. ôÏÇÄÁ x[0; K−1] ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÏÍ. ðÒÅÄÐÅÒÉÏÄÏÍ
ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ É ÞÉÓÌÏ K. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ
ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï
×ÓÅÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ P , ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁ-
ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ EP . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓ-
ÛÉÒÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ×.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁ-
ÖÄÏÇÏ Å£ ÆÁËÔÏÒÁ u ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ l, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔ-
ÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á u. ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï, ×ÈÏÄÑÝÅÅ × ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ, ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅ£ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. þÅÒÅÚ AP (almost pe-
riodic) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ñÓÎÏ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÌØËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ×
ÐÏ×ÔÏÒÑÅÍÏÓÔÉ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ×ÓÅÈ ÐÒÅÆÉËÓÏ×, Á ÎÅ ×ÓÅÈ
ÆÁËÔÏÒÏ×. ðÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ
ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ. ïÄÎÉÍ ÉÚ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÔÏÇÏ,
ËÁË ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. 1) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
x É y ÅÓÌÉ x ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ É Fac(y) ⊆ Fac(x), ÔÏ Fac(y) =
Fac(x).

2) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Fac(x) ⊆ Fac(y).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × [19].
âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉ-

ÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Å£ ÓÕÆÆÉËÓ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÎ. ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ
ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ EAP (eventually almost periodic).
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ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ,
ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Å£ ÆÁËÔÏÒÁ u, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ÎÅ£ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ,
ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ l, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á u. ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ GAP (generalized almost periodic).

åÓÌÉ x ∈ EAP , ÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ x[n;∞) ∈ AP , ÂÕÄÅÍ
ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÅÆÉËÓÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ pr(x). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ m > pr(x) ÉÍÅÅÍ x[m;∞) ∈ AP .

îÁÚÏ×£Í ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï, ËÏ-
ÔÏÒÏÅ × ÎÅ£ ×ÈÏÄÉÔ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÈÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. ñÓ-
ÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÁÑ É ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉ-
ÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ. ëÌÁÓÓ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ R. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÅËÕÒ-
ÒÅÎÔÎÁÑ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Å£ ÓÕÆÆÉËÓ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÅÎ. ëÌÁÓÓ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ER.

òÅÇÕÌÑÔÏÒÏÍ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ∈ GAP ÎÁ-
ÚÏ×£Í ÆÕÎËÃÉÀ Rx : N → N, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÞÉÓÌÅ n ÒÁ×ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ
ÔÁËÏÍÕ l, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÈÏÄÉÔ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏ-
ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
x, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÈÏÄÉÔ × x ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × x[l;∞) (×ÔÏÒÏÅ ×ÁÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÉÍÉ). þÁÓÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
ÔÏÌØËÏ ËÁËÕÀ-ÔÏ ×ÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÎÅÇÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f : N → N,
ÔÁËÕÀ ÞÔÏ f(n) > Rx(n) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n | × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÉÛÅÍ f > Rx.
åÓÌÉ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÏÂßÅÄÉÎÑÅÔ
× ÓÅÂÅ Ä×Å ÆÕÎËÃÉÉ: ÏÄÎÁ ÓÌÅÄÉÔ ÚÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ
ÓÌÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, Á ÄÒÕÇÁÑ ÓÌÅÄÉÔ ÚÁ ÔÅÍ ÐÒÅ-
ÆÉËÓÏÍ, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. éÎÏÇÄÁ ÓÔÏÉÔ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÚÄÅÌÑÔØ Ñ×ÎÏ, ÎÏ × ÄÁÎÎÏÊ
ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÅÓÌÉ x ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ,
É ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÃÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÔÁËÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÃÅÎËÉ Ó×ÅÒÈÕ
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ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ∈ GAP ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, É
×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f > Rx. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ Rx ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n, ×ÈÏ-
ÄÑÝÉÅ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, É ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n, ×ÈÏÄÑÝÉÅ
× x ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. óÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × x
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ | ÜÔÏ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × x[f(n); 2f(n)].
éÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n, ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ × x[0; f(n) + n], ×ÈÏÄÑÔ
× x ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ
× x.

ðÕÓÔØ l1 ÒÁ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ l, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n, ×ÈÏÄÑ-
ÝÉÅ × x ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ × x[l;∞]. ðÏÓËÏÌØËÕ l1 6 f(n),
ÔÁËÏÅ l1 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ
f(n), ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × x. ôÅÐÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉ-
ÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ l2, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÅÅÓÑ × x ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÍ ÐÏÄÓÌÏ×Å ÄÌÉÎÙ l2 ËÁÖÄÏÇÏ
ÉÚ ÓÌÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á K. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï x ÄÌÉÎÙ
n, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÅÅÓÑ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ×ÈÏÄÉÔ × ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï x
ÄÌÉÎÙ l2.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Rx(n) = max(l1; l2).

îÁÚÏ×£Í ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓ-
ÌÉ ÏÎÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3. ðÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÜÆ-
ÆÅËÔÉ×ÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ
É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÓÌÏ× Fac(x) ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ⇒. ðÕÓÔØ x ∈ AP ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, É ÍÙ ÕÍÅÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ
ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÃÅÎËÕ f > Rx. ôÏÇÄÁ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n × x,
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ f(n) × x: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ
ÐÏÄÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n × ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÐÏÄÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ×ÓÅÊ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞ-
ÎÏÓÔÉ.
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⇐. ðÕÓÔØ x ∈ AP ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Fac(x) ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ. þÔÏÂÙ
ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Rx(n), ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅÂÉÒÁÔØ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÏÞÅ-
ÒÅÄÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ, ÓËÁÖÅÍ, Ó n. ðÒÏ×ÅÒÑÑ ÞÉÓÌÏ m, ÍÙ ÓÍÏÔÒÉÍ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ,
ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Facm(x) (ÐÏÄÓÌÏ×Á x ÄÌÉÎÙ m) ÓÏÄÅÒÖÉÔ
×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ Facn(x) (ÐÏÄÓÌÏ×Á x ÄÌÉÎÙ n). åÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË, ÔÏ Rx(n) 6 m,
Á ÉÎÁÞÅ Rx(n) > m. ðÏÓËÏÌØËÕ x ∈ AP , ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÙ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ
ÎÅ ÍÏÖÅÍ É ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ ÎÁÊÄ£Í ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ m.

îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ P ⊂ AP ⊂ EAP ⊂ GAP . ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×ÓÅ
ÜÔÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ |
íÏÒÓÁ t = 0110100110010110 : : : (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2.4) | ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ AP , ÎÏ ÎÅ ÉÚ P (ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÌÁÓÓ AP ËÏÎÔÉÎÕÁÌÅÎ, ÔÏ-
ÇÄÁ ËÁË P ÓÞ£ÔÎÙÊ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÍ. × [17] ÉÌÉ [25]). îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
AP ( EAP ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ 10000 : : : ∈ EAP \ AP). äÏËÁÖÅÍ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï EAP ( GAP (ÄÏËÁÚÁÎÏ × [39]).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ∈ GAP \ EAP
× ÁÌÆÁ×ÉÔÅ B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×: a0 = 1, a1 = 10011,
a2 = 1001101100011001001110011, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. óÌÏ×Ï an+1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ
an ÐÏ ÔÁËÏÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

an+1 = ananananan:
÷×ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

cn = anananan
É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

x = c0c1c2c3 : : :

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÏÊ.
äÌÉÎÁ an ÒÁ×ÎÁ 5n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÉÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ c0c1 : : : cn−1 ÐÏ-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÒÁ×ÎÁ 4(1 + 5 + · · · + 5n−1) = 5n − 1. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á
××ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

ln = 5n − 1 = |c0c1 : : : cn−1|:
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ x ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ. ðÕÓÔØ u 6= � ×ÓÔÒÅ-

ÞÁÅÔÓÑ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. ÷ÏÚØÍ£Í ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ |u| < 5n.
ðÕÓÔØ [i; j] | ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á u × x, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ i > ln. éÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ
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ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÓÕÆÆÉËÓ x[lk;∞) ÍÏÖÎÏ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÁË ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ÓÉÍ×ÏÌÏ× 0 É 1, ÎÏ É ËÁË
ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ÓÌÏ× ak É ak. ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ i ÓÌÏ×Ï u Ñ×ÌÑÅÔ-
ÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÓÌÏ× anan, anan, anan, anan. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï 10011 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ Ä×Á 00, 01, 10, 11,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏ×Ï an+1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÏ× anan, anan, anan, anan. ïÔÓÀ-
ÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Á an+1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, u
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Á an+1. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ 2|an+1|, ÒÁÓÐÏ-
ÌÏÖÅÎÎÏÍ ÐÒÁ×ÅÅ ÐÏÚÉÃÉÉ ln+1, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á an+1 ÉÌÉ an+1,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ l = (5n+1 − 1) + 2 · 5n+1 ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ
ÄÌÉÎÙ l ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á u.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n > 0, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï cn ÎÅ
×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÐÒÁ×ÅÅ ÐÏÚÉÃÉÉ ln+1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ
ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÕÆÆÉËÓÁ x[ln;∞) ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï, Á ÉÍÅÎÎÏ, cn, ËÏ-
ÔÏÒÏÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅ£ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ x ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.

ðÕÓÔØ � = x[ln+1;∞). ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k, 1 6
k 6 n + 1, � ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ÓÌÏ× ak É ak. ðÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÉÍ, cn ×ÈÏÄÉÔ × �, É ÐÕÓÔØ [i; j] | ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ. ðÒÉ
n > 0 ÓÌÏ×Ï cn ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó a1, ÐÏÜÔÏÍÕ [i; i + 4] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅÍ
ÓÌÏ×Á a1 × �. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a1 = 10011 ×ÈÏÄÉÔ × a1a1 = 1001110011,
a1a1 = 1001101100, a1a1 = 0110010011 ÉÌÉ a1a1 = 0110001100, ÔÏ ÔÏÌØËÏ Ó
ÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÌÉ Ó ÐÑÔÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ [i; j] 5-×ÙÒÏ×ÎÅÎÏ, ÔÏ
ÅÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ cn É � ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÉÚ ÓÌÏ× a1 É a1, É cn | ÓÌÏ×Ï
ÉÚ \ÂÕË×" a1 É �a1 | ×ÈÏÄÉÔ × �. éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÐÒÉ 1 6 m 6 n ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ [i; j] 5m-×ÙÒÏ×ÎÅÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ �
É cn × ×ÉÄÅ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÉ ÓÌÏ× am É am, ÔÏ cn ×ÈÏÄÉÔ × �. âÁÚÁ ÄÌÑ m = 1
ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. úÎÁÑ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ m = k, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ
� É cn ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÉÚ \ÂÕË×" ak É ak, ÐÒÉÞ£Í cn ×ÈÏÄÉÔ × �. ôÏÇÄÁ,
ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ m = k + 1, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÏÞÎÏ
ÔÁËÏÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ m = 1, ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ 1 É 0 ÎÁ ak
É ak, É a1 É a1 ÎÁ ak+1 É ak+1, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ cn ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ
Ó ak+1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ [i; j] 5n-×ÙÒÏ×ÎÅÎÏ, ÔÏ
ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ � É cn ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÉÚ \ÂÕË×" an É an, ÔÏ
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ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ cn = anananan ×ÈÏÄÉÔ × �. îÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ a1 = 10011 É a1 = 01100, ÎÅÔ ÞÅÔÙÒ£È
ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× 0 ÉÌÉ 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ cn ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ × �.
ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ P ⊂ EP ⊂ EAP ,
×ÓÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÖÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÔÒÏÇÉÅ.

îÁÚÏ×£Í ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁ-
ÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ × ÎÅ£ ×ÈÏÄÉÔ, ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, x | ÔÏÞÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ,
ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ÎÅ£ ÓÌÏ×Á u ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ a; d ∈ N, ÞÔÏ
x[a + id; a + id + |u| − 1] = u ÄÌÑ ×ÓÅÈ i > 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ u ÍÏÖÅÔ ×ÈÏ-
ÄÉÔØ É ÇÄÅ ÕÇÏÄÎÏ ÅÝ£ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÍÙ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ
×ÓÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á u ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÌÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ. ñÓÎÏ,
ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉ-
ÏÄÉÞÎÁ. ëÌÁÓÓ ÔÏÞÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÉÍ PAP .

÷×ÅÄ£ÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 2.1.

GAPEAPAP

EP

P

PAP

òÉÓ. 2.1. ëÌÁÓÓÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

ðÕÓÔØ � : A∗ → B∗ | ÍÏÒÆÉÚÍ, x ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A. ÷ [25] ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.
ñÓÎÏ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ x | ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ �(x) ÂÕÄÅÔ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉ-
ÏÄÉÞÅÓËÏÊ (ÅÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á u = x[i; j] ÓÌÏ×Ï �(u) = �(x(i)) : : : �(x(j)) ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ×
�(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. îÏ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �(x) É ÉÚ ÔÏÇÏ,
ÞÔÏ x ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÓÌÏ×Ï u ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÎÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÌÑ x | ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ �(x)
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ÂÕÄÅÔ ÓÎÏ×Á ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ (ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ).
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ x | ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ �(x) ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÁ (ÅÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ),
ÄÌÑ x | ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ �(x) ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÁ
(ÅÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ). îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£Î-
ÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÔÁËÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×.

ðÕÓÔØ � : A∗ → A∗ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, É ÐÕÓÔØ �(s) = su ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ s ∈ A, u ∈ A∗. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ m < n ÓÌÏ×Ï
�n(s) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÌÏ×Á �m(s), ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ
�∞(s) = limn→∞ �n(s) = su�(u)�2(u)�3(u) : : : . åÓÌÉ �n(u) 6= � ÄÌÑ ×ÓÅÈ n,
ÔÏ �∞(s) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ � ÐÒÏÄÏÌÖÁ-
ÅÍ ÎÁ s. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ h(�∞(s)), ÇÄÅ h : A → B | ËÏÄÉÒÏ-
×ÁÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÍÉ, ×ÉÄÁ �∞(s) | ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÍÉ.
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ h(�∞(s)), ÇÄÅ h : A→ B | ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ, Á � |
k-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ k-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÍÉ. ëÏÇÄÁ ÑÓÎÏ ÉÌÉ
ÎÅ×ÁÖÎÏ, Ï ËÁËÏÍ k ÉÄ£Ô ÒÅÞØ, ÐÒÉÓÔÁ×ËÕ \k-" ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ
É ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÁË, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÉÈ
ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞ-
ÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ �k = {0; 1; : : : ; k−1} (Ï
ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÁÈ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [32]). ëÁÖÄÏÍÕ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÂÕË×Á × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÁÌÆÁ×É-
ÔÅ A (ÒÁÚÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ ÍÏÇÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÂÕË×Ù).
á×ÔÏÍÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË: ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÎÁ ×ÈÏÄ ÓÌÏ×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ �k, ÐÒÏÉÚ×Ï-
ÄÉÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ×ÙÄÁ£Ô ÔÕ ÂÕË×Õ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ. ëÁË ÐÏËÁÚÁÌ ëÏÂÈÜÍ [9], ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ
ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, ËÏÔÏÒÙÊ, ÂÕ-
ÄÕÞÉ ÚÁÐÕÝÅÎÎÙÍ ÎÁ ÞÉÓÌÅ n, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÍ × k-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ,
×ÙÄÁ£Ô ÂÕË×Õ x(n). ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ É ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÓÍ. [4]
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2.4. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ | íÏÒÓÁ É ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ûÔÕÒÍÁ

ðÕÓÔØ  : B→ B | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ  (0) = 01 É  (1) = 10. ðÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

t =  ∞(0) = 01101001100101101001011001101001 : : :
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ôÕÜ | íÏÒÓÁ. ÷ÉÄÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ,
ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ | íÏÒÓÁ Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ. îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ ÔÁË-
ÖÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ | íÏÒÓÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏ-
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ):
t0 = 0 É t2n = tn, t2n+1 = �tn ÄÌÑ ×ÓÅÈ n. îÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ | íÏÒÓÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÍ. [4]).

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÒÁÎÎÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÂÏÔÙ ôÕÜ: × [34] É [33] ÏÎ ÓÔÒÏÉÔ ÜÔÕ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÁË ÐÒÉÍÅÒ ÂÅÓËÕÂÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ. úÄÅÓØ ËÕÂÁÍÉ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ uuu, ÇÄÅ u | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï, Á ÂÅÓËÕÂÎÏÊ | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ
ËÕÂÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × t ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ ÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ auaua,
ÇÄÅ a | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, Á u | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï.

äÒÕÇÁÑ ÐÏÐÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏ× | ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞÞÉ | ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÁÑ

f = �∞(0) = 010010100100101001010 : : :
ÄÌÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁ � : B→ B, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ �(0) = 01 É �(1) = 0.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞÞÉ | ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ûÔÕÒ-
ÍÁ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ûÔÕÒÍÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. íÙ ÏÐÉÛÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ, ×ÍÅÓÔÅ Ó ÓÏÐÕÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-
ÚÕÅÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5 ([22]). 1) åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÚÁËÌÀÞÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, Å£ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ: ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C, ÞÔÏ px(n) 6 C ÄÌÑ ×ÓÅÈ n.

2) åÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ×ÅÒÎÏ px(n) 6 n, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x
ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ.
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ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ûÔÕÒÍÁ, ÅÓ-
ÌÉ px(n) = n + 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ûÔÕÒÍÁ | ÜÔÏ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÄÌÑ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× u; v ∈ X ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ ÉÍÅÅÍ ||u|1 − |v|1| 6 1. ëÏÎÅÞ-
ÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ-
×ÁÎÎÙÍ/ÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ/Å£ ÐÏÄÓÌÏ× ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏ.

äÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ � É �, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 0 6 � 6 1 É 0 6 � < 1,
ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ s�;� É s′�;� ËÁË s�;�(n) = b�(n + 1) + �c −
b�n + �c, s′�;�(n) = d�(n + 1) + �e − d�n + �e. ïÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÉÖÎÑÑ É ×ÅÒÈÎÑÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÅ Ó ÎÁËÌÏÎÏÍ � É ÓÄ×ÉÇÏÍ �. üÔÉ
ÔÅÒÍÉÎÙ ÌÅÇÞÅ ÐÏÎÑÔØ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ-
ÃÉÀ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× (ÒÉÓ. 2.2). ïÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ s�;� É s′�;�, ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ-
×ÅÓÔÉ ÐÒÑÍÕÀ y = �x + �, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ
x = n ÏÔÍÅÔÉÔØ ÓÁÍÙÅ ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÐÒÑÍÏÊ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ | Ó×ÅÒÈÕ É
ÓÎÉÚÕ | ÃÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ. äÁÌÅÅ ÔÏÞËÉ ÎÁÄ ÐÒÑÍÏÊ ÎÕÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÌÏÍÁ-
ÎÏÊ, ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÅÒÈÎÀÀ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: ÇÏÒÉ-
ÚÏÎÔÁÌØÎÏÅ Ú×ÅÎÏ ÌÏÍÁÎÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ 0, Á ÎÁËÌÏÎ£ÎÎÏÅ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 45◦
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ 1. îÉÖÎÑÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ ÓÎÉÚÕ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ.

äÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ y ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÒÏÂÎÕÀ ÞÁÓÔØ fr(y) = y−byc.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ s�;�(n) = 0, ÅÓÌÉ 0 6 fr(�n + �) < 1− �, É s�;�(n) = 1, ÅÓÌÉ
1− � 6 fr(�n+ �) < 1, Á ÔÁËÖÅ s′�;�(n) = 0, ÅÓÌÉ 0 < fr(�n+ �) 6 1− �, É
s′�;�(n) = 1, ÅÓÌÉ 1− � < fr(�n+ �) 6 1.

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f = s1=2;1=2, ÇÄÅ  = 1+
√

5
2 | ÚÏÌÏÔÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ,

ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞÞÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ
ûÔÕÒÍÁ. ïÎÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 2.2.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏ-
ÞÔÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ËÒÏÍÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ä×ÕÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×; ÜÔÏ ÎÅÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÐÒÏ-
ÉÓÈÏÄÉÔ × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ �n+ � ∈ Z. íÅÈÁÎÉÞÅÓËÁÑ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÉÌÉ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ × ÚÁ-
×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁËÌÏÎÁ �.

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÒÕÇÉÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ. îÁ-
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òÉÓ. 2.2. ÷ÅÒÈÎÑÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ s′1=2;1=2 = f .

ÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ ×ÓÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÌÉÎÉÑÍÉ ÓÅÔËÉ, É
ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÉÉ ÐÉÓÁÔØ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0,
Á ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÉÓÁÔØ 1. äÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ: ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ-
ÂÌÉÖÁÔØ ÐÒÑÍÕÀ Ó×ÅÒÈÕ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÎÅ ÉÚ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ É
ÎÁËÌÏÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, Á ÉÚ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ: ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÇÏ-
ÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ 0, Á ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ 1. ïÂÁ
ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÁÚ×ÁÎÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁ (ËÁË É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÎÅ ÎÁÚ×ÁÎÎÙÅ)
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ËÌÁÓÓ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÉ-
Þ£Í ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÜÔÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× Ë ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÕÖÅ ÏÔÎÏÓÑÝÅÊÓÑ Ë ÆÏÌØËÌÏÒÕ,
ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × [20].

ôÅÏÒÅÍÁ 2.6. äÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÙ:
(i) x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ûÔÕÒÍÁ;
(ii) x ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ É ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ;
(iii) x ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÁÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.6 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÒÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ûÔÕÒÍÁ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ûÔÕÒÍÁ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
× [20]).

2.5. âÌÏÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÅÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ | íÏÒÓÁ | ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏ-
ÇÏ ÂÌÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ × ÓÔÁÔØÅ [18]. ðÕÓÔØ u; v ∈ B∗.
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ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÂÌÏÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ u⊗ v ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÄÌÉÎÅ v:
u⊗ � = �;

u⊗ v0 = (u⊗ v)u;
u⊗ v1 = (u⊗ v)�u:

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÂÌÏÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏ ÓÐÒÁ×Á (ÎÏ
ÎÅ ÓÌÅ×Á!) É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ u⊗(vw) = (u⊗v)(u⊗w) É u⊗(v⊗w) =
(u ⊗ v) ⊗ w ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× u, v, w. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ uk, k = 0; 1; 2; : : : |
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÓÌÏ× ÉÚ B∗, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÐÒÉ k > 1 ÓÌÏ×Ï uk
ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó 0. ôÏÇÄÁ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ u0; u0 ⊗ u1; u0 ⊗ u1 ⊗ u2; : : :
ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ, É ÚÎÁÞÉÔ,
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

lim
n→∞

n⊗

k=0
uk =

∞⊗

k=0
uk

| ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × BN. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ôÕÜ | íÏÒÓÁ | ÜÔÏ ÂÌÏÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÌÏ× uk = 01.

âÌÏÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÕÞÁÌÏÓØ × [17]. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁÍ
ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ⊗∞

k=0 uk ×ÓÅÇÄÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.
óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÅÔÏÄ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ

ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ × [38] É ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÉÊÓÑ ÔÁËÖÅ × [25], × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙ-
ÓÌÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÂÌÏÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. ïÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ, × ÔÏÍ
ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÙÅ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. íÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ-
×ÁÎÎÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 〈Bn; Cn; ln〉, ÇÄÅ Bn É Cn | ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÓÌÏ× × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A, ln | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ
ÞÉÓÌÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ A-GAP-ÓÈÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅ£ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÞÅÔÙÒÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N:
(1) ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ Bn ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ln;
(2) ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ Cn ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ×ÉÄÅ v1v2, ÇÄÅ v1; v2 ∈ Bn, É ËÁÖÄÏÅ
ÓÌÏ×Ï ÉÚ Bn ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å vi × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÉÚ ÓÌÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Cn;
(3) ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ Bn+1 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ v1v2 : : : vk, ÇÄÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i < k
ÉÍÅÅÍ vivi+1 ∈ Cn (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ vi ∈ Bn), É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ w ∈ Cn
ÎÁÊÄ£ÔÓÑ i < k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ w = vivi+1;
(4) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á u = v1v2 : : : vkw1w2 : : : wk ÉÚ Cn+1 (ÚÄÅÓØ vi; wi ∈ Bn)
ÉÍÅÅÍ vkw1 ∈ Cn.
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íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ∈ AN GAP-ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ
A-GAP-ÓÈÅÍÏÊ 〈Bn; Cn; ln〉, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ kn,
ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∈ N ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

x[kn + iln; kn + (i+ 2)ln − 1] ∈ Cn:
âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ GAP-ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ,
ÅÓÌÉ ln|kn.

îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ (ÉÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ), ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ GAP-ÓÈÅÍÁ ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÏ GAP-ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ëÁË ÄÏËÁÚÁ-
ÎÏ × [25], ËÁÖÄÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, GAP-ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ GAP-ÓÈÅÍÏÊ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÁÑ ÏÂÏÂ-
Ý£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ GAP-ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÊ GAP-ÓÈÅÍÏÊ, ÐÒÉÞ£Í ÜÔÕ GAP-ÓÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ-
ÂÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÒÏÖÄÁÌÁÓØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ ×ÁÖÎÏÅ
Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ GAP-ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ GAP-ÓÈÅÍÏÊ, ÔÏ, ÚÎÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÜÔÏÊ ÓÈÅ-
ÍÙ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ kn É ln), ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÏÃÅÎËÕ
Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ.

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÔÁË-
ÖÅ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅÍ GAP-ÓÈÅÍÙ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ∈ AN AP-ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ A-GAP-ÓÈÅÍÏÊ 〈Bn; Cn; ln〉, ÅÓÌÉ
ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ N É i ∈ N ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

x[iln; (i+ 2)ln − 1] ∈ Cn:
äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ AP-ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ GAP-
ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÏ ×ÓÅÍÉ kn = 0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ËÁÖÄÁÑ GAP-ÓÈÅÍÁ AP-ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÈÏÔÑ
ÂÙ ÏÄÎÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ëÁÖÄÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, AP-ÐÏÒÏÖ-
Ä£ÎÎÁÑ GAP-ÓÈÅÍÏÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. ëÁÖÄÁÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉ-
ÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ AP-ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ
GAP-ÓÈÅÍÏÊ. ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ: ÐÏ GAP-ÓÈÅÍÅ, ÐÏ-
ÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÃÅÎËÕ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ ÒÅ-
ÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

üÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
ÍÏÖÎÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ, ÎÏ ÐÏÖÅÒÔ×Ï×Á×, ÐÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÜÆ-
ÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ.
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ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 〈Bn; ln〉, ÇÄÅ Bn | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÕÓÔÙÈ
ÓÌÏ× × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A, ln | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ A-AP-ÓÈÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅ£ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
ÕÓÌÏ×ÉÅ (1), É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N ËÁÖÄÏÅ u ∈ Bn+1 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ u = v1v2 : : : vk,
ÇÄÅ vi ∈ Bn, ÐÒÉÞ£Í ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ w ∈ Bn ÎÁÊÄ£ÔÓÑ i, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ vi = w.
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x AP-ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ A-AP-ÓÈÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i É
n ÉÍÅÅÍ

x[iln; (i+ 1)ln − 1] ∈ Bn:
ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ËÁÖÄÁÑAP-ÓÈÅÍÁAP-ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÐÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ëÁÖÄÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, AP-ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ AP-ÓÈÅÍÏÊ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. ëÁÖÄÁÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ AP-ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ AP-ÓÈÅÍÏÊ. ïÄÎÁËÏ
ÔÅÐÅÒØ ÕÖÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ ÐÏ ÓÈÅÍÅ ÍÏÖÎÏ
ÏÃÅÎÉ×ÁÔØ Ó×ÅÒÈÕ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÊ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ
ÂÙÌÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÁÎØÛÅ, ÚÄÅÓØ ÕÖÅ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÑÓÎÏ ÄÁÖÅ,
ËÁË, ÚÎÁÑ ÓÈÅÍÕ, ÄÁÔØ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÈÏÖÄÅ-
ÎÉÑÍÉ Ä×ÕÈÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×: ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÔÙËÅ Ä×ÕÈ
ÂÌÏËÏ× | ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÈÅÍÙ.

ëÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, Ï ËÁËÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ, Ï ËÁËÏÍ ÔÉÐÅ ÓÈÅÍÙ ÉÌÉ Ï ËÁËÏÍ ÔÉÐÅ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÒÉÓÔÁ×ËÉ.

2.6. ëÏÎÅÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ É ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÉ

îÁÚÏ×£Í (ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ) Á×ÔÏÍÁÔÏÍ âÀÈÉ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ M =
〈A;Q; ~q;�; F 〉, ÇÄÅ A | ×ÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ,
~q ∈ Q | ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, � ⊆ Q × A × Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅ-
ÒÅÈÏÄÏ×, F ⊆ Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. èÏÄÏÍ Á×-
ÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x = x(0)x(1)x(2) : : : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁ-
ËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ � = �(0)�(1)�(2) : : : , ÞÔÏ �(0) = ~q É
〈�(i); x(i); �(i + 1)〉 ∈ � ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÁÔ M ÐÒÉ-
ÎÉÍÁÅÔ x, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÈÏÄ � Á×ÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ x, ÄÌÑ ËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÅÅÓÑ × � ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅ-
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ÓÔ×Ï ÒÁÚ, ×ÈÏÄÉÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ F . ïÐÒÅÄÅÌÑÑ
ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ âÀÈÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÈÏÄÏ× � ⊆ Q×A×Q
ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× � : Q×A→ Q (Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ
ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÈÏÄÁ Á×ÔÏÍÁÔÁ).

åÓÔØ ÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÐÏÎÑÔÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ. îÁÚÏ×£Í (ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ) Á×ÔÏÍÁÔÏÍ íÀÌÌÅÒÁ ÓÏ×ÏËÕÐ-
ÎÏÓÔØ M = 〈A;Q; ~q;�;F〉, ÇÄÅ A | ×ÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ~q ∈ Q | ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, � ⊆ Q × A × Q | ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ÐÅÒÅÈÏÄÏ×, F ⊆ 2Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑ-
ÎÉÊ. úÄÅÓØ ÐÏÄ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 2Q,
ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Q. èÏÄÏÍ Á×-
ÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x = x(0)x(1)x(2) : : : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁ-
ËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ � = �(0)�(1)�(2) : : : , ÞÔÏ �(0) = ~q É
(�(i); x(i); �(i + 1)) ∈ � ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i. îÁÚÏ×£Í ÐÒÅÄÅÌÏÍ (ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ
ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ) Á×ÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ×ÄÏÌØ ÈÏÄÁ �
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × � ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÅÒÅÚ lim�M . íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ
Á×ÔÏÍÁÔ M ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ x, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÈÏÄ � Á×ÔÏÍÁÔÁ
M ÎÁ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ lim�M ∈ F . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÌÏ×Ï ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ-
ÓÑ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÈÏÄÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÊ F . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ íÀÌÌÅÒÁ, ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÈÏÄÏ× � ⊆ Q×A×Q ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×
� : Q × A → Q (Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÈÏÄÁ Á×-
ÔÏÍÁÔÁ).

äÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ M âÀÈÉ ÉÌÉ íÀÌÌÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ M , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ L(M).

äÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ × ÁÌÆÁ-
×ÉÔÅ {a; b; c}, × ËÏÔÏÒÙÅ ÅÓÌÉ a ×ÈÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÔÏ É
b ×ÈÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. á×ÔÏÍÁÔÙ íÀÌÌÅÒÁ É âÀÈÉ, ÐÒÉ-
ÎÉÍÁÀÝÉÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L, ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ
ÒÉÓ. 2.3 (Á×ÔÏÍÁÔ âÀÈÉ ÐÏÎÁÄÏÂÉÌÓÑ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ).

üÔÏ ÐÒÉÍÅÒ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2.7 ([21]). îÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ âÀÈÉ, ÎÅÄÅÔÅÒ-
ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ íÀÌÌÅÒÁ É ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ
íÀÌÌÅÒÁ ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
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a
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c

c

c
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òÉÓ. 2.3. ðÒÉÍÅÒ Á×ÔÏÍÁÔÁ íÀÌÌÅÒÁ (ÓÌÅ×Á) É Á×ÔÏÍÁÔÁ âÀÈÉ (ÓÐÒÁ×Á), ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ
ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏ-
ÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ íÀÌÌÅÒÁ ÄÁÎÏ ÓÐÉÓËÏÍ, ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ âÀÈÉ ÚÁ-
ÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÙ.

ÎÏÓÔÅÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏ Á×ÔÏÍÁÔÕ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÉÐÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÏÅ (ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ-
×ÁÎÎÙÍ) Á×ÔÏÍÁÔÏÍ íÀÌÌÅÒÁ ÉÌÉ (ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ) Á×ÔÏÍÁÔÏÍ
âÀÈÉ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ. äÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ âÀ-
ÈÉ ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÔ ÍÅÎØÛÉÊ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×.

ëÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ ÎÁÚÏ×£Í ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ M =
〈A;B;Q; ~q; �; �〉, ÇÄÅ A É B | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÈÏÄÎÏÊ É ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, Q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑ-
ÎÉÊ, ~q ∈ Q | ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ, É

� : Q× A→ B∗; � : Q× A→ Q

| ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×. æÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ Q × A∗ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ: �(q; ua) = �(�(q; u); a) É �(q; ua) =
�(q; u)�(�(q; u); a) ÄÌÑ q ∈ Q, u ∈ A∗, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ u 6= �, É a ∈ A.

ðÕÓÔØ x ∈ AN. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (pn)∞n=0 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q
ÎÁÚÏ×£Í ÈÏÄÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ M ÎÁ x, ÅÓÌÉ p0 = ~q É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ pn+1 = �(pn; x(n)). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÈÏÄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ.
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M(x), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ËÁË M(x)(n) = �(pn; x(n)), ÇÄÅ
(pn)∞n=0 | ÈÏÄ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ M ÎÁ x, ÎÁÚÏ×£Í ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ x ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ M .
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åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ a ∈ A, q ∈ Q ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ |�(q; a)| = 1, ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÔÅÌØ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ. îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ Ë ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-
ÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ M = 〈A;B;Q; ~q; �; �〉 | ËÏÎÅÞÎÏ-
Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ, x | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M ′

É ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ �, ÞÔÏ M(x) = �(M ′(x)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ M ′ = 〈A;Q × A;Q; ~q; �; �′〉,
ÔÁË ÞÔÏ �′(q; a) = 〈q; a〉 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ q ∈ Q É a ∈ A. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÖÅ
ÍÏÒÆÉÚÍ � : (Q × A)∗ → B∗, ÔÁË ÞÔÏ �(〈q; a〉) = �(q; a) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ q ∈ Q
É a ∈ A. ñÓÎÏ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ M(x) = �(M ′(x)).

ðÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔÏ ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ. åÓÌÉ
[i; j] | ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á u × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x, ÐÒÉÞ£Í pi = q, ÇÄÅ
(pn)∞n=0 | ÈÏÄ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ M ÎÁ x, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÔÅÌØ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë ÜÔÏÍÕ ×ÈÏÖÄÅÎÉÀ ÓÌÏ×Á u × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q.

îÁÚÏ×£Í ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M = 〈A;B;Q; ~q; �; �〉
ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ q ∈ Q É a ∈ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄ-
ÎÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ q′ ∈ Q, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ �(q′; a) = q. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × ÔÁËÏÍ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅ ËÁÖÄÁÑ ÂÕË×Á ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ×ÚÁÉÍ-
ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ × ÓÅÂÑ. îÁÈÏÄÑÓØ ×
ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ É ÚÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×ÈÏÄÎÙÈ
ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÊÄÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÏ-
ÑÎÉÊ (× ÜÔÏÍ É ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ).

2.7. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØÀ

îÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ×, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕ-
ÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ. äÌÑ x ∈ AN, y ∈ BN ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ x × y ∈
(A×B)N, ÔÁË ÞÔÏ (x× y)(i) = 〈x(i); y(i)〉.
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ëÁË ÎÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ y ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ Ó ÐÅ-
ÒÉÏÄÏÍm, ÔÏ x×y ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ-
Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ Ó
m ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6
(ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÁÍ ÐÏ ÓÅÂÅ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÕÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÌØËÌÏÒÏÍ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.9. åÓÌÉ x ∈ AP É y ∈ P, ÔÏ x× y ∈ AP.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÔÏÞÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.10. åÓÌÉ x ∈ PAP É y ∈ P, ÔÏ x× y ∈ PAP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ y = 01 : : : (m−1)01 : : : (m−1)01 : : : ,
ÇÄÅ m | ÐÅÒÉÏÄ y. óÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ y ∈ P ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ËÏ-
ÄÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ PAP . ÷ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å
ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ×ÍÅÓÔÏ u× [i; i+ |u| − 1] ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ u× [i; ·].

ðÕÓÔØ u ×ÈÏÄÉÔ × x, É A = {i : 0 6 i 6 m − 1; u × [j; ·] ×ÈÏÄÉÔ ×
z ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j ≡ i (mod m)}. ðÕÓÔØ v × [a; ·] | ÔÁËÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï z,
ËÏÔÏÒÏÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ u× [j; ·] ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
j ≡ i (mod m). óÌÏ×Ï v ×ÈÏÄÉÔ × x, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ b; d ÉÍÅÅÍ
x[b + dt; b + dt + |v| − 1] = v ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ∈ N. ñÓÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ
B = {i : 0 6 i 6 m − 1; u × [j; ·] ×ÈÏÄÉÔ × v × [b; ·] ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
j ≡ i (mod m)} = A. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ A ÉÍÅÅÍ B ⊆ A, ÎÏ
B = {(i+ b− a) mod m : i ∈ A}. úÎÁÞÉÔ, #B = #A, ÏÔËÕÄÁ B = A.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ u × [s; ·] ×ÈÏÄÉÔ × z, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p ≡ s
(mod m) ÉÍÅÅÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ u × [p; ·] × v × [b; ·]. ðÏÜÔÏÍÕ u × [p + tdm; ·]
×ÈÏÄÉÔ × z ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ∈ N. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, z ∈ PAP .

á×ÔÏÒÕ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ËÌÁÓÓ ÔÏÞÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-
ÎÉÊ.
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çÌÁ×Á 3.

ëÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

÷ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (ÔÅÏÒÅÍÁ 3.4, ×ÐÅÒ×ÙÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ × [39]), Á ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 3.5, ÏÂßÑ×ÌÅÎÁ
× [41], ÄÏËÁÚÁÎÁ × [40]). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØ-
ÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ-
Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (ÔÅÏÒÅÍÁ 3.8, ÄÏËÁÚÁÎÏ × [43]). íÙ ÄÏËÁÚÙ-
×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕ-
ÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-
ÎÉÊ, É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÏÂÒÁÚÁ ÐÒÉ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ
(ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.11, ÄÏËÁÚÁÎÏ × [43]). îÁËÏÎÅÃ, ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂ-
Ý£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÓÔÅ-
ËÏ×ÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.12, ÄÏËÁÚÁ-
ÎÏ × [40]).

3.1. ëÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÔÉÐÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÎÏÓÔÉ

ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É ÐÙÔÁÔØÓÑ ÐÏÎÑÔØ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÌÉ ÜÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Á ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ.

äÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁ-
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ÔÙ Ï ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ:
ËÌÁÓÓ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ
ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ (ÓÍ. [9, 4]), ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÎÉÑÈ (ÓÍ. [10, 4]). ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ
Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÔÉÐÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ.

ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ × [38] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [25, 43]).
äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ g ◦ g ◦ · · · ◦ g︸ ︷︷ ︸

m

ÞÅÒÅÚ gm.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1 ([38, 25, 43]). ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÔÅÌØ Ó m ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, É x ∈ GAP. ôÏÇÄÁ ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

1) M(x) ∈ GAP.

2) ðÕÓÔØ M | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ. ôÏÇÄÁ RM(x)(n) 6
h(h(n)) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n, ÇÄÅ h(n) = gm(n)− 1 É g(n) = Rx(n) + 1.

3) åÓÌÉ x ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÔÏ M(x)
ÔÁËÖÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ.

ëÌÀÞÅ×ÏÊ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊ-
ÔÉ × [43]. üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÁÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.
ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ M | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÔÅÌØ Ó m ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, É x ∈ GAP. ðÕÓÔØ v = M(x)[i; j] | ×ÈÏ-
ÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n × M(x), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ i > h(n), ÇÄÅ h(t) = gm(t)− 1,
g(t) = Rx(t) + 1. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ r, ÞÔÏ j − h(n) 6 r 6 i − 1 É
M(x)[r; r + n− 1] = v.

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 É ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.5) ÔÅÏÒÅÍÙ 1.6 | ËÒÉÔÅÒÉÑ
ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ × [38].
ôÅÏÒÅÍÁ 3.3 ([38]). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ, ÐÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ
ÏÒÁËÕÌ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ∈ GAP, ÏÒÁËÕÌ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ g > Rx É Á×ÔÏÍÁÔ âÀÈÉ F , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ F ÐÒÉÎÉÍÁ-
ÅÔ x.
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îÏ ÅÓÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 × [38] ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÍ
ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ËÒÉÔÅÒÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂ-
Ý£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ
ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ É ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÍ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÎ. îÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ | ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ,
ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.4. äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÅÇÏ Ó
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÐÏ [39], ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÉÚ
ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.5.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ. ôÏ-
ÇÄÁ ÅÓÌÉ x ∈ EAP, ÔÏ M(x) ∈ EAP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ
x ∈ AP , ÔÁË ËÁË ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÉ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÉ
Ë ÎÅÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÁ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ × ×ÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.8 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅ-
ÏÒÅÍÕ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ x ∈ AP . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M(x) ÏÂÏÂ-
Ý£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏ-
ÇÏ N ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÈÏÄÉÔ × M(x) ÐÒÁ×ÅÅ ÐÏÚÉÃÉÉ N
É ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÕÖÅ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÒÅÚÁ× ÏÔ M(x) ÎÁÞÁÌØÎÙÊ
ÏÔÒÅÚÏË [0; N ], ÍÙ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ,
ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï, ×ÈÏÄÑÝÅÅ × ÎÅ£ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÒÁÚ. ôÏÇÄÁ ×ÏÚØÍ£Í ÓÁÍÏÅ ÐÒÁ×ÏÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á.

ðÕÓÔØ [i0; j0] | ÓÁÍÏÅ ÐÒÁ×ÏÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á y0 × ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M(x). äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ l0 ÓÌÏ×Ï u0 = x[i0; j0]
×ÈÏÄÉÔ × ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ l0 ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x (× ÓÉÌÕ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ q0 | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-
ÔÅÌØ M ÐÏÄÏÛ£Ì Ë ÐÏÚÉÃÉÉ i0, ÔÏ ËÏ ×ÓÅÍ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍ ÓÌÏ×Á
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u0 × x ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÄÏÊÔÉ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q0, ÉÎÁÞÅ ÂÙ ÏÎ
×ÙÄÁÌ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÌÏ×Ï y0.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ [r; s] | ÓÁÍÏÅ ÐÒÁ×ÏÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á a ×
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M(x), ÐÒÉÞ£Í r > i0 + l0. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ x[r − l0; r] ÎÁÊ-
Ä£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ [r′; s′] ÓÌÏ×Á u0, ÐÒÉÞ£Í × ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ r ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
r′ > i0. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ

i1 = r′; j1 = s; u1 = x[i1; j1]; y1 = M(x)[i1; j1]:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏ×Ï a ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × M(x) ÐÒÁ×ÅÅ ÐÏÚÉÃÉÉ r, ÔÏ É ÓÌÏ×Ï y1, ËÏÔÏ-
ÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ a × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÄÓÌÏ×Á, ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × M(x) ÐÒÁ×ÅÅ ÐÏÚÉÃÉÉ i1.
üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ q1 | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÐÏÄÏ-
Û£Ì Ë ÐÏÚÉÃÉÉ i1, ÔÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÉËÏÇÄÁ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1 Ë ×ÈÏÖÄÅÎÉÀ ÓÌÏ×Á
u1 × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÎÅ ÐÏÄÏÊÄ£Ô. ðÏÓËÏÌØËÕ u1
ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÌÏ×Á x[r′; s′] = u0, É r′ > i0, ÔÏ q1 6= q0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ
ÎÁÛÌÉ ÓÌÏ×Ï u1, ËÏ ×ÓÅÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍ ÐÒÁ×ÅÅ
i1, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÄÏÊÔÉ, ÎÁÈÏÄÑÓØ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ q0 ÉÌÉ q1.

ðÕÓÔØ m = |Q| | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔ-
ÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ M . ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁË ÄÁÌØÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕË-
ÃÉÉ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÓÌÏ× uk = x[ik; jk] É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ qk, ÇÄÅ k < m, ÔÁË ÞÔÏ ËÏ ×ÓÅÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍ uk × x
ÐÒÁ×ÅÅ ik ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÄÏÊÔÉ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ q0; q1; : : : ; qk.
ðÒÉ k = m ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3.4, ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ×ÙÛÅ, ÎÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ × ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ x ∈ AP É ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ Rx. ôÏÇÄÁ ÐÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ 3.4 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÃÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ pr(M(x)), ÔÁË ËÁË M(x) ∈ EAP ,
ÎÏ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏ ÉÍÅÀÝÉÍÓÑ ÄÁÎÎÙÍ ÎÁÊ-
ÔÉ ÎÉËÁËÕÀ ÔÁËÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ. áÎ. á. íÕÞÎÉË ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 3.4 ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ×ÙÓËÁÚÁÌ ÇÉÐÏÔÅÚÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÏÃÅÎËÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

ïÄÎÁËÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ
×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.4.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.5. ðÕÓÔØ M | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÔÅÌØ Ó m ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, É x ∈ AP. ôÏÇÄÁ M(x) ∈ EAP É

pr(M(x)) 6 Rm
x (1) + Rm−1

x (1) + · · ·+ Rx(1):
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ. âÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.6. ðÕÓÔØ M | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×-
ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ x ∈ AP, ÔÏ M(x) ∈ AP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ v = M(x)[i; j] | ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á v ÄÌÉÎÙ n
× M(x), É u1 = x[i; j] | ÐÒÏÏÂÒÁÚ v × x, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ ×
ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ u1 = x[i2; j2], ÔÁËÏÅ ÞÔÏ i2 > i,
ÎÏ j2 6 i+Rx(n). åÓÌÉ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i2 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1, ÔÏ M(x)[i2; j2] = v.
éÎÁÞÅ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i2 × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q2 6= q1.

ðÏÌÏÖÉÍ u2 = x[i; j2]. éÍÅÅÍ |u2| 6 Rx(n) + 1. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏ-
ÖÄÅÎÉÅ u2 = x[i3; j3], ÔÁËÏÅ ÞÔÏ i3 > i, ÎÏ j3 6 i + Rx(Rx(n) + 1). åÓÌÉ
M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë j3 − n + 1 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1, ÔÏ M(x)[j3 − i + 1; j3] = v, ÔÁË
ËÁË u2 ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ u1. åÓÌÉ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë j3 − n+ 1 × ÓÏÓÔÏÑ-
ÎÉÉ q2, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i2 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1, É ÔÏÇÄÁ
M(x)[i2; i2 + n− 1] = v, ÔÁË ËÁË u2 ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó u1. ÷ ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ M
ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë j3−n+ 1 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q3, ÔÁËÏÍ ÞÔÏ q3 6= q1, q3 6= q2 (ÒÉÓ. 3.1).

x

M(x)

q1

v

u1 u1

q2

u2

u1u1

q3

u2

òÉÓ. 3.1. éÌÌÀÓÔÒÁÃÉÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6.

ðÕÓÔØ m | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÔÁË ÄÁÌØÛÅ,
ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÉÅ j2; : : : ; jm+1, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ Ë ËÁËÉÍ-ÔÏ Ä×ÕÍ ÉÚ i = j − n+
1 = j1 − n + 1; j2 − n + 1; : : : ; jm+1 − n + 1 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÐÏÄÈÏÄÉÔ ×
ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ jm+1 6 i+ gm(n)− 1, ÇÄÅ g = Rx +1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n, ×ÈÏÄÑÝÅÅ × M(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ×ÈÏÄÉÔ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ gm(n) − 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
M(x) ∈ AP .

äÌÑ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ.
ðÕÓÔØ x ∈ AN, É ÓÉÍ×ÏÌ a ∈ A ×ÈÏÄÉÔ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ.
ðÒÏ×ÅÄ£Í ÒÁÚÒÅÚ × x ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÁ a. ôÏÇÄÁ x ÒÁÚÒÅ-
ÖÅÔÓÑ ÎÁ ÂÌÏËÉ ×ÉÄÁ ua, ÇÄÅ u ∈ (A\{a})∗, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÓÌÏ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ
ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÓÉÍ×ÏÌ a ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÍÅÓÔÅ. åÓÌÉ ÓÉÍ×ÏÌ a ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × x Ó
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ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ, ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÁËÉÈ ÂÌÏËÏ×
ËÏÎÅÞÎÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ x ∈ GAP , ÔÏ ÉÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Rx(1)). úÁËÏ-
ÄÉÒÕÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÜÔÉ ÂÌÏËÉ ÂÕË×ÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ,
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÁÌÆÁ×ÉÔ blocka;x. íÏÒÆÉÚÍ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ d:
ÅÓÌÉ c ∈ ba;x | ÂÕË×Á ÎÏ×ÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ÔÏ d(c) ∈ A∗ | ÂÌÏË, ÚÁËÁÎÞÉ-
×ÁÀÝÉÊÓÑ ÂÕË×ÏÊ a, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÁ ÂÕË×Á ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÍÙ ÉÚ x ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÏ×ÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ blocka;x. ðÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÚ ÎÅ£ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ,
ÎÁÚÏ×£Í a-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ splita;x. ïÔ-
ÂÒÏÛÅÎÎÙÊ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ × x ÐÒÅÆÉËÓÕ ÄÏ ÐÅÒ×Ï-
ÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ a ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ cuta;x. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅ-
ÅÍ: x = d(cuta;x splita;x) = d(cuta;x)d(splita;x(0))d(splita;x(1))d(splita;x(2)) : : :
îÁÐÒÉÍÅÒ, 0-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x = 3200122403100110 : : : |
ÜÔÏ split0;x = (0)(12240)(310)(0)(110) : : : , ÐÒÉÞ£Í cuta;x = (320) É (320),
(0), (12240); : : : ∈ blocka;x.
ìÅÍÍÁ 3.7. ðÕÓÔØ x ∈ AP, É ÓÉÍ×ÏÌ a ×ÈÏÄÉÔ × x. ôÏÇÄÁ

1) splita;x ∈ AP É

2) |d(c)| 6 Rx(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ∈ blocka;x.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÕÓÔØ u = splita;x[0; n− 1]. ðÏÌÏÖÉÍ v = a d(u). óÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ l, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ v ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÍ ÐÏÄÓÌÏ×Å ÄÌÉÎÙ l × x.
ðÕÓÔØ w = w(0) : : : w(l − 1) | ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ l × splita;x. ôÏÇÄÁ d(w) |
ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎÅÅ l × x, É ÚÎÁÞÉÔ, × ÎÅÇÏ ×ÈÏÄÉÔ v. óÌÏ×Ï v ÎÁÞÉ-
ÎÁÅÔÓÑ É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÕË×ÏÊ a, ÐÒÉ ÜÔÏÍ a ×ÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ × ËÏÎÃÅ ÓÌÏ×
d(w(0)), d(w(1)), . . . , d(w(l − 1)). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ u ×ÈÏÄÉÔ × w.

2) åÓÌÉ d(c) > Rx(1) + 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c ∈ blocka;x, ÔÏ d(c)[0;Rx(1)−
1] | ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ Rx(1) × x ÂÅÚ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÌÏ×Á a ÄÌÉÎÙ 1 | ÐÒÏÔÉ-
×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3.5.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3.5. ðÕÓÔØ M0 = M = 〈A;B;Q; ~q; �; �〉 | ÒÁ×-
ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ, x0 = x | ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ
B = Q × A É ÄÌÑ ×ÓÅÈ q ∈ Q, a ∈ A ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ �(q; a) = 〈q; a〉. äÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ B É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ � ÐÏÌÕÞÁ-
ÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅÍ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÐÁÒ 〈q; a〉 ÍÅÖÄÕ
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ÓÏÂÏÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ ÎÁÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å.

ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ×ÙÛÅ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÉÔ ÄÏËÁÚÁÔØ M(x) ∈ EAP , ÎÏ ÄÁÓÔ ÈÕÄÛÕÀ
ÏÃÅÎËÕ ÎÁ pr(M(x)), ÞÅÍ ÚÁÑ×ÌÅÎÏ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ
ÐÒÏ×ÅÄ£Í ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ñ×ÎÏ, \ÒÁÚ×ÅÒÎ£Í" ÉÎÄÕËÃÉÀ.

éÔÁË, ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.
1) ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ. ôÏÇÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ

ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6, ÐÒÉ ÜÔÏÍ pr(M(x)) = 0.
2) ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÊ-

Ä£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ a ∈ A, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ Ó ÐÏÍÏÝØÀ � ÎÁ Q ÎÅ
×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÍ Q′ = {q : ∃q′ �(q′; a) =
q} ( Q, ÔÏ ÅÓÔØ |Q′| < |Q|. úÁÍÅÔÉÍ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M , ÚÁÐÕ-
ÝÅÎÎÙÊ ÎÁ x, ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÁ a ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ
ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q′, ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÇÏ, ÞÅÍ Q.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M ′ =
= 〈blocka;x; B′; Q′; q′; �′; �′〉, ÔÁË ÞÔÏ q′ = �(~q; d(cuta;x)), �′(q; c) = �(q; d(c))
É �′(q; d(c)) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ q ∈ Q É c ∈ blocka;x. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á d(c)
ÄÌÑ c ∈ blocka;x ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ a, ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× �′ É �′ ËÏÒÒÅËÔÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, É ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅ ×ÙÈÏÄÑÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Q′.
ðÏÌÏÖÉÍ B′ = Q′ × blocka;x.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x2 = splita;x É ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M2 = M ′, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ x2 É ÉÍÅÀÝÉÊ |Q′| < m
ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ x2 ∈ AP ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.7, Ð. 1. âÕÄÅÍ ÉÔÅÒÉÒÏ-
×ÁÔØ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ É ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ x3; x4; : : : É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅ-
ÌÉ M3;M4; : : : ÓÏ ÓÔÒÏÇÏ ÕÍÅÎØÛÁÀÝÉÍÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÐÏËÁ
ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xk, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ
ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ Mk. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÔÅÒÁÃÉÉ ÓÔÒÏÇÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, É ÌÀÂÏÊ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ Ó ÏÄÎÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÉÍÅÅÍ k 6 m.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Block ÁÌÆÁ×ÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ xk, ÞÅÒÅÚ D |
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ×ÓÅÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÁÖÄÏÊ
ÉÔÅÒÁÃÉÉ, É ÞÅÒÅÚ Cut | ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ÏÔÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÔÅ-
ÒÁÃÉÉ ÐÒÅÆÉËÓÏ×, ÔÁË ÞÔÏ x = Cut D(xk). éÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.7,
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Ð. 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |Cut | 6 Rk
x(1) + : : : + Rx(1). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅ-

ÎÉÑ 3.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Mk(xk) | ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ.
ðÕÓÔØ M(x) = uy, ÇÄÅ |u| = |Cut |. ÷ÉÄÎÏ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ y ÐÏÌÕÞÁÅÔ-

ÓÑ ÉÚ Mk(xk) ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÔÅÒÁÃÉÀ |
ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ xi É Mi Ë xi+1 É Mi+1. áÌÆÁ×ÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Mi(xi) |
Qi×B, ÇÄÅ B | ÁÌÆÁ×ÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ xi, Qi | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏ-
ÑÎÉÊ Mi, ÁÌÆÁ×ÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Mi+1(xi+1) | Qi+1 × blocka;xi, ÇÄÅ
Qi+1 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Mi+1, a | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÂÕË×Á ÁÌÆÁ×ÉÔÁ B.
÷ÉÄÎÏ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÂÕË×Ù ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Mi(xi) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÂÕË×
q × t ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Mi+1(xi+1) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Ë ËÏÍÐÏÎÅÎ-
ÔÅ t ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÅÒÅÈÏÄÕ ÏÔ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ
blocka;xi ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ xi+1 Ë ÁÌÆÁ×ÉÔÕ B ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ xi,
ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÚÁÐÕÓËÁÅÍ Mi ÎÁ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÍÓÑ ÓÌÏ×Å É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÏ×Ï × ÁÌ-
ÆÁ×ÉÔÅ Qi × B. îÕÖÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÐÏ ×ÓÅÍ ÉÔÅÒÁÃÉÑÍ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
y ∈ AP É |u| 6 Rk

x(1) + : : :+ Rx(1) 6 Rm
x (1) + : : :+ Rx(1).

ðÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 3.4. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ, ÐÏËÁÚÙ×Á-
ÀÝÁÑ, ÞÔÏ ×ÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ × ÔÅÏÒÅÍÅ 3.5 ÎÅÌØÚÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ,
ÐÏÌÕÞÅÎÁ × [44].

3.2. ëÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÒÅËÕÒ-
ÒÅÎÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÓÅ ××ÅÄ£ÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÄÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÍÏ-
ÍÅÎÔÁ ËÌÁÓÓÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ | ÜÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ. ïÄÎÁËÏ ×ÓÅ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É Ô. Ä.) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. îÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ É ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ-
Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ. ïÎÏ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ, ËÁË ÐÒÉ-
×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÎÁ Ó. 39 ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÏ×, ËÒÏÍÅ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
×ÈÏÄÎÏÊ É ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔÙ ËÏÎÅÞÎÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÅÒÅÈÏ-
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ÄÏ× ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÉËÁËÏÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ | ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ.

éÄÅÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÏ×ÏÍÕ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÕ × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÌÆÁ-
×ÉÔÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.8. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ. ôÏ-
ÇÄÁ ÅÓÌÉ x ∈ ER, ÔÏ M(x) ∈ ER.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÈÅÍÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 3.5. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÁÖÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ | ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÅ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ, ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÉÎÄÕË-
ÃÉÅÊ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÀÄÕ
× ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔÙ ÓÞ£ÔÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ. úÁ-
ÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÔ×Å
ÔÅÏÒÅÍÙ 3.4, ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ÓÌÕÞÁÊ ÒÅËÕÒ-
ÒÅÎÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

éÔÁË, ÐÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ | ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ. äÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6 ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ, ÎÏ ÓÔÁÎÏ×ÉÔ-
ÓÑ ÄÁÖÅ ÐÒÏÝÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.9. ðÕÓÔØ M | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×-
ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ x ∈ R, ÔÏ M(x) ∈ R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ v = M(x)[i; j] | ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á v ÄÌÉÎÙ n
× M(x), É u1 = x[i; j] | ÐÒÏÏÂÒÁÚ v × x, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ ×
ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ u1 = x[i2; j2], ÔÁËÏÅ ÞÔÏ i2 > i,
ÐÏÓËÏÌØËÕ x ∈ R. åÓÌÉM ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i2 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1, ÔÏM(x)[i2; j2] = v.
éÎÁÞÅ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i2 × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q2 6= q1.

ðÏÌÏÖÉÍ u2 = x[i; j2]. îÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ u2 = x[i3; j3], ÔÁËÏÅ ÞÔÏ
i3 > i, ÐÏÓËÏÌØËÕ x ∈ R. åÓÌÉ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë j3 − n + 1 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1,
ÔÏ M(x)[j3 − i + 1; j3] = v, ÔÁË ËÁË u2 ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ u1. åÓÌÉ M
ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë j3−n+ 1 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q2, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ
Ë i2 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1, É ÔÏÇÄÁ M(x)[i2; i2 +n−1] = v, ÔÁË ËÁË u2 ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ
Ó u1. ÷ ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë j3−n+ 1 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q3, ÔÁËÏÍ ÞÔÏ
q3 6= q1, q3 6= q2 (ÒÉÓ. 3.1).

ðÕÓÔØ m | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÔÁË ÄÁÌØÛÅ,
ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÉÅ j2; : : : ; jm+1, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ Ë ËÁËÉÍ-ÔÏ Ä×ÕÍ ÉÚ i = j − n+
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1 = j1 − n + 1; j2 − n + 1; : : : ; jm+1 − n + 1 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÐÏÄÈÏÄÉÔ ×
ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ ×
M(x), ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÅÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ × M(x) ÓÐÒÁ×Á. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
M(x) ∈ R.

ôÁË ÖÅ ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ a-
ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÁÖÅ É ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÌ-
ÆÁ×ÉÔÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÌÏËÏ× ÍÅÖÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ a
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÉËÁË ÎÅ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ
ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÐÏÞÔÉ ÂÅÚ
ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.7.

ìÅÍÍÁ 3.10. ðÕÓÔØ x ∈ R, É ÓÉÍ×ÏÌ a ×ÈÏÄÉÔ × x. ôÏÇÄÁ splita;x ∈ R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ u | ÐÏÄÓÌÏ×Ï × x. ðÏÌÏÖÉÍ v = a d(u). óÌÏ×Ï
v ×ÈÏÄÉÔ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. ïÎÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ
ÂÕË×ÏÊ a, ÐÒÉ ÜÔÏÍ a ×ÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ × ËÏÎÃÅ ÓÌÏ× d(u(i)), i ∈ N. ïÔÓÀÄÁ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ×ÈÏÖÄÅÎÉÀ v × x ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ u ×
splita;x.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3.8. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-
ÔÅÌÑ É ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ×ÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ M0 = M = 〈A;B;Q; ~q; �; �〉 | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ Ó
m ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, x0 = x | ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÁÌÆÁ×É-
ÔÅ A. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ B = Q × A É ÄÌÑ
×ÓÅÈ q ∈ Q, a ∈ A ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ �(q; a) = 〈q; a〉. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
B É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ � ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅÍ
ËÁËÉÈ-ÔÏ ÐÁÒ 〈q; a〉 ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.
1) ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ. ôÏÇÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ

ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6.
2) ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ.
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 3.5,

Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
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x2; x3; x4; : : : É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÉ
M2;M3;M4; : : : ÓÏ ÓÔÒÏÇÏ ÕÍÅÎØÛÁÀÝÉÍÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÐÏ-
ËÁ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xk, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ
ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ Mk. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ xi ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙ
ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.10. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ k 6 m.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Cut ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ÏÔÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÔÅÒÁ-
ÃÉÉ ÐÒÅÆÉËÓÏ×, ÔÁË ÞÔÏ x = Cut D(xk). ðÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.9 Mk(xk) ∈ R.
ðÕÓÔØ M(x) = uy, ÇÄÅ |u| = |Cut |. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 3.5, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ y ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Mk(xk) ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÓÔØ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ y ∈ R É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, M(x) ∈ ER.

3.3. ðÏÞÔÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1, Ð. 2 ÄÁ£Ô ÏÃÅÎËÕ Ó×ÅÒÈÕ ÐÏÒÑÄËÁ R2m
x ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ ×ÙÈÏÄ-

ÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ M(x) ÐÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÔÅÌÑ M Ó m ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ Ë ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x. åÓÌÉ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ-
ÓÑ ÏÂÝÉÍ ÐÌÁÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 3.5 ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÓÌÕÞÁÀ
ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ, ÐÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉ-
ÍÏÓÔÉ, ÜÔÕ ÏÃÅÎËÕ ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ. ïÄÎÁËÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÙ, ÕÄÏÂÎÏÊ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ É ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÎÁÍ
ÎÁÊÔÉ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÔ ÐÌÁÎ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÙ ÚÄÅÓØ ÒÅÁÌÉÚÏ×Ù×ÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ËÌÀÞÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÌÁÎÁ | ÔÅÏÒÅÍÙ 3.6 |
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ É ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ. îÁÚÏ×£Í ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M ÐÏÞÔÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ x, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÂÕË×Á a, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÁÑÓÑ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÒÁÚ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÏ-
ÓÔÏÑÎÉÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ M .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.11. ðÕÓÔØ M | ÐÏÞÔÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÔÅÌØ Ó m ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, É x ∈ GAP. ôÏÇÄÁ M(x) ∈ GAP, ÐÒÉÞ£Í
RM(x)(n) 6 gm(n)− 1, ÇÄÅ g(n) = Rx(n) + 1.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ h(n) = gm(n) − 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n, ÇÄÅ g(n) =
Rx(n) + 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n.

ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï v ÄÌÉÎÙ n ×ÈÏÄÉÔ × M(x), É v = M(x)[i; j] | ÏÄÎÏ ÉÚ
ÔÁËÉÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÐÒÉ i > h(n).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ × x ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏ-
ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÐÒÅÆÉËÓÏÍ ÄÌÉÎÙ Rx(1), ÐÏÜÔÏÍÕ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó
ÐÏÚÉÃÉÉ Rx(1), ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ x ËÁË ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ i > h(n) > Rx(1).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ [r; s] ÓÌÏ×Á v × M(x) ÐÒÉ i < r 6
i+ h(n).

éÔÁË, ÐÕÓÔØ v = M(x)[i; j], É u1 = x[i; j] | ÐÒÏÏÂÒÁÚ v × x, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ
M ÐÏÄÈÏÄÉÔ, ÎÁÈÏÄÑÓØ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1. åÓÌÉ ÂÙ u1 ×ÈÏÄÉÌÏ × x ËÏÎÅÞÎÏÅ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÔÏ u1 ÎÅ ÍÏÇÌÏ ÂÙ ×ÈÏÄÉÔØ × x[t;∞) ÄÌÑ t > Rx(n) ÐÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ. îÏ i > Rx(n), ÐÏÜÔÏÍÕ u1 ×ÈÏÄÉÔ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ u1 = x[i2; j2], ÔÁËÏÅ ÞÔÏ i2 > i, ÎÏ
j2 6 i + Rx(n). åÓÌÉ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i2 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1, ÔÏ M(x)[i2; j2] = v.
éÎÁÞÅ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i2 × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q2 6= q1 (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
m > 2).

ðÏÌÏÖÉÍ u2 = x[i; j2]. éÍÅÅÍ |u2| 6 Rx(n) + 1. ôÏÇÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ i >
h(n) > Rx(Rx(n) + 1) (ÐÒÉ m > 2), u2 ×ÈÏÄÉÔ × x, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ
ÒÁÚ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ u2 = x[i3; j3], ÔÁËÏÅ ÞÔÏ i3 > i, ÎÏ
j3 6 i + Rx(Rx(n) + 1). åÓÌÉ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë j3 − n + 1 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1,
ÔÏ M(x)[j3 − j + 1; j3] = v, ÔÁË ËÁË u2 ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ u1. åÓÌÉ M
ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë j3 − n + 1 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q2, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÎÁ x[i;∞)
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i2 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q1, É ÔÏÇÄÁ M(x)[i2; i2 +
n − 1] = v, ÔÁË ËÁË u2 ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó u1. ÷ ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ M ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë
j3−n+1 × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q3, ÔÁËÏÍ ÞÔÏ q3 6= q1 É q3 6= q2 (ÒÉÓ. 3.1).

òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÔÁË ÄÁÌØÛÅ, ÎÁÊÄ£Í ÔÁËÉÅ j2; : : : ; jm+1, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ Ë
ËÁËÉÍ-ÔÏ Ä×ÕÍ ÉÚ ÐÏÚÉÃÉÊ i = j−n+1, j2−n+1, . . . , jm+1−n+1 ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÔÅÌØ ÐÏÄÈÏÄÉÔ × ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ jm+1 6 i+ h(n).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n ×ÈÏÄÉÔ ×
M(x)[h(n);∞), ÔÏ ÏÎÏ ×ÈÏÄÉÔ × M(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.2
ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ×ÈÏÄÉÔ × ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ h(n) ×
M(x). ïÔÓÀÄÁ M(x) ∈ GAP É Rx(n) 6 h(n).

òÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÔÅÐÅÒØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ splita(x) ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÄÌÑ ÎÅ-
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ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕË×Ù a, ×ÈÏÄÑÝÅÊ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ
ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 3.1, Ð. 1. ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ, ×
ÕÄÏÂÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÏÂÒÁÚÁ ÌÕÞÛÅ ÔÏÊ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ×
ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1, Ð. 2, ÎÁÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ, ÈÏÔÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ
ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÏÄÈÏÄÁ, ×ÉÄÉÍÏ, ÔÁËÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÏÖÎÏ, ËÁË ÍÉÎÉ-
ÍÕÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

3.4. óÔÅËÏ×ÙÅ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄ£Ô, ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÓÛÉÒÉÍ ËÌÁÓÓ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÔÅËÏ×ÙÊ (ÐÏ-
ÄÒÕÇÏÍÕ, ÍÁÇÁÚÉÎÎÙÊ) ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ, ÐÏ ÁÎÁÌÏ-
ÇÉÉ ÓÏ ÓÔÅËÏ×ÙÍÉ (ÉÌÉ ÍÁÇÁÚÉÎÎÙÍÉ) Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ (pushdown automa-
ta), ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÉÍÉ ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÑÚÙËÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÍ. [32]).
óÔÅËÏ×ÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË
ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÂÁ×ÌÅÎ ÓÔÅË. (óÔÅË,
ÉÌÉ ÍÁÇÁÚÉÎ, | ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÄÁÎÎÙÈ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÈÒÁÎÑÔÓÑ × ÆÉË-
ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, É ÐÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌØ ÉÍÅÅÔ ÄÏÓÔÕÐ Ë ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÄÏÂÁ-
×ÌÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÐÒÏ ËÏÔÏÒÙÊ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÇÏÌÏ×Å
ÓÔÅËÁ.) îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ É ×ÙÈÏÄ-
ÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÅËÕÝÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ, ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ×ÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÉÍ×ÏÌÏÍ × ÇÏÌÏ×Å ÓÔÅËÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÒÅÛÉÔØ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ ÓÏ ÓÔÅËÏÍ: ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÓÉÍ-
×ÏÌ, ÕÄÁÌÉÔØ ÓÉÍ×ÏÌ ÉÌÉ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÔÅË ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ
ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÓÔÅË ÎÁ ÐÕÓÔÏÔÕ.

ëÁË É ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÓÔÅËÏ×ÙÅ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÔÅÌÉ ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.12. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÔÅËÏ×ÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ É ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
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ìÅÍÍÁ 3.13. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÎÁÄ B, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÕÌÅÊ ÎÁ
n ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÅÄÉÎÉÃ ÎÁ n ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÕÌÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ x = 001 ⊗ ⊗∞
i=1 0111. ðÕÓÔØ um = 001 ⊗⊗m

i=1 0111. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m, ÞÔÏ |um|0 − |um|1 = (−1)m2m. äÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ m = 0 ÉÍÅÅÍ u0 = 001, |u0|0 − |u1|1 = 2− 1 = 1.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ |um|0 − |um|1 = (−1)m2m. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ um+1 =
um�um�um�um, ÚÎÁÞÉÔ, |um+1|0 − |um+1|1 = |um|0 + 3|um|1 − (|um|1 + 3|um|0) =
2(|um|1 − |um|0) = (−1)m+12m+1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.12. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.13 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÞÔÉ ÐÅ-
ÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ B, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ Å£ ÐÒÅÆÉËÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÕÌÅÊ
ÎÁ n ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÐÒÅÆÉËÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÅÄÉÎÉÃ ÎÁ n ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÕÌÅÊ. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÔÅËÏ×ÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ. õ ÎÅÇÏ Ä×Á
ÒÅÖÉÍÁ, a (ÎÁÞÁÌØÎÙÊ) É b. ÷ ÒÅÖÉÍÅ a ÏÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË: Õ×ÉÄÅ× × ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌ 0, ÏÎ ËÌÁÄ£Ô ÅÇÏ × ÓÔÅË, Á Õ×ÉÄÅ× 1, ÕÂÉÒÁÅÔ
0 ÉÚ ÓÔÅËÁ. ëÏÇÄÁ ÓÔÅË ÏÐÕÓÔÏÛÁÅÔÓÑ (ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ
ÏÔÒÅÚËÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÒÁ×ÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ 0 É 1), ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-
ÔÅÌØ ÐÅÒÅËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÒÅÖÉÍ b. ÷ ÒÅÖÉÍÅ b ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ
ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÒÉ ×ÈÏÄÅ 1 ËÌÁÄ£Ô 1 × ÓÔÅË, ÐÒÉ ×ÈÏÄÅ 0
ÕÂÉÒÁÅÔ 1 ÉÚ ÓÔÅËÁ, ÐÒÉ ÏÐÕÓÔÏÛÅÎÉÉ ÓÔÅËÁ ÐÅÒÅËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÒÅÖÉÍ a.
÷ ×ÙÈÏÄÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÐÏÄÁ£Ô ×ÓÅÇÄÁ ÎÏÍÅÒ
Ó×ÏÅÇÏ ÒÅÖÉÍÁ. ÷ÉÄÎÏ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ × ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÊ-
ÄÕÔÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ a, É ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
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çÌÁ×Á 4.

÷ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ

÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ×ÏÐÒÏÓÁÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ É Ó ÏÂÏÂÝ£Î-
ÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÉÌÉ ÔÏ ÉÌÉ ÉÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ, ÐÏÌÕÞÁÑ
ÎÁ ×ÈÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÉÊÓÑ ÒÁÎÅÅ |
ÔÅÏÒÅÍÁ 3.5, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.4. ÷ ÎÁ-
ÓÔÏÑÝÅÊ ÇÌÁ×Å × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ËÏÇÄÁ ÏÔ×ÅÔ
ÎÁ ÜÔÉ ×ÏÐÒÏÓÙ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ. íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Á ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÏ×.

æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÕÔ ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÐÏÄÈÏÄÁ. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÍÙ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ. ôÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë
ÌÀÂÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ËÁË
ÏÒÁËÕÌ). ïÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ dC . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ-
×ÁÍÉ, ÐÅÒÅÄ ÔÅÍ, ËÁË ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ×ÙÄÁÔØ ÏÔ×ÅÔ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÏÖÅÔ
ÐÒÏÞÉÔÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ôÁ-
ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á
ÔÁËÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ.

ðÒÉ ×ÔÏÒÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÔÏÌØ-
ËÏ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ. îÁ ×ÈÏÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÐÏÄÁ£ÔÓÑ ËÏ-
ÎÅÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÍÏÖ-
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ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂÌÁÄÁÔØ
Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ (ÓÍ. [36]). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ
ÔÏÌØËÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÐÏÄÈÏÄ, Á ×ÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ×ÅÒÎÙ É
ÐÒÉ ×ÔÏÒÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ.

ðÏÞÔÉ ÎÉËÁËÉÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÅÌØÚÑ ÒÁÓÐÏÚÎÁÔØ, ÉÍÅÑ ÎÁ ×ÈÏ-
ÄÅ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏ x ∈ BN ÎÅÌØÚÑ ÄÁ-
ÖÅ ÓËÁÚÁÔØ, ×ÈÏÄÉÔ ÌÉ × ÎÅ£ ÓÉÍ×ÏÌ 1: ÅÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒÉÌ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÉÍ×ÏÌÏ×, É ×ÓÅ ÏÎÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØ 0, ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ
ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÌÅÅ ÎÅ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ 1. ÷ÏÐÒÏÓ ÏÂ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ
ÓÔÁÎÅÔ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÁ ×ÈÏÄ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÁ×ÁÔØ ËÁËÕÀ-ÔÏ
ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÉÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ
×ÚÑÔØ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ. (ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖ-
ÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÍ ÎÁ ×ÈÏÄ ÐÏÄÁÀÔÓÑ É ÆÕÎËÃÉÉ, Á
ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.) äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÔÉ×ÁÃÉÅÊ Ë ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÎÎÏ × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ
ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.6 ÌÀÂÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ×ÙÒÁÚÉÍÏÅ × ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, ÚÎÁÑ
ÓÁÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É Å£ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ×
ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅ
ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ: ÐÒÏÞÉÔÁ× ÐÅÒ×ÙÅ f(1) ÓÉÍ×ÏÌÏ×
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÎÑÔØ, ×ÈÏÄÉÔ ÌÉ × ÎÅ£ 1, Á ÐÒÏÞÉÔÁ×
ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ f(1) ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÓÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ ÄÁÖÅ, ×ÈÏÄÉÔ ÌÉ × ÎÅ£ 1 ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.

4.1. îÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÏÞÔÉ ÐÅ-
ÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÅÏÒÅÍ | ÐÒÉÍÅÒÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ï ÎÅÜÆÆÅËÔÉ×-
ÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ Ï ÎÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
÷ÓÅ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÅÍÙÅ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅ-
ÒÅÓÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 É ÔÅÏÒÅÍÙ 3.5. ôÅÏÒÅÍÁ 4.8
ÔÁËÖÅ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 3.5. ôÅÏÒÅÍÙ 4.1, 4.2, 4.8, Ð. 1 ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.6
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(ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ AP , ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ) ÂÙÌÉ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÏÂß-
Ñ×ÌÅÎÙ × [41] É ÄÏËÁÚÁÎÙ × [40]. ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 4.3,
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ
Ð. 2 ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.6, ÉÚÌÏÖÅÎÁ × [42], É × [43] ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Ï.

ðÏÄ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ fn → f , ÇÄÅ fn; f : N → N, ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ
∀i ∃n ∀m > n fm(i) = f(i).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÐÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ
x ∈ EAP É f > Rx, ×ÙÄÁÀÝÅÇÏ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ l > pr(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ t = limn→∞ un | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ôÕÜ | íÏÒÓÁ, ÇÄÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ× un ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕË-
ÃÉÉ: u0 = 0 É un+1 = un�un. ðÒÉ ÜÔÏÍ |un| = 2n. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ t
ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÕÂÏ× (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2.4). (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ×ÉÄÎÏ
ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ |
ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ËÕÂÏ× ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.)

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ xn ∈ EAP , x ∈
AP Ó ÏÃÅÎËÁÍÉ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÙ fn > Rxn É f > Rx, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ xn → x,
fn → f , ÎÏ pr(xn) →∞.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÕËÁÚÁÎÎÙÊ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÕÓÔØ, ÐÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ 〈x; f〉, ÏÎ ×ÙÄÁ£Ô
ÞÉÓÌÏ l > 0 (ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ, ÔÁË ËÁË x ∈ AP). ÷Ï ×ÒÅÍÑ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ l ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÒÏÞÉÔÁÌ ÌÉÛØ
ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÉÍ×ÏÌÏ× x É ÚÎÁÞÅÎÉÊ f , ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ
N > l, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ ÚÎÁÅÔ x(k) É f(k) ÄÌÑ k > N (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ
ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÁÈ, ÒÁÚÌÉÞÉÅ Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÔÏÌØËÏ × ÐÏÚÉ-
ÃÉÑÈ k > N , ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÎÁ 〈x; f〉). ðÏÓËÏÌØËÕ
pr(xn) → ∞, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ pr(xn) > N . ñÓÎÏ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÎÁ
×ÈÏÄÅ 〈xn; fn〉 ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É ÎÁ 〈x; f〉, É ÚÎÁÞÉÔ,
×ÙÄÁ£Ô l, ÎÏ pr(xn) > N > l.

ðÏÌÏÖÉÍ x = t, xn = unununx. ôÏÇÄÁ pr(xn) > 2n. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ
pr(xn) < 2n, ÔÏ ununx = ununun�un�unun : : : ∈ AP , É ÚÎÁÞÉÔ, ununun ×ÈÏÄÉÔ
× x = t | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÂÅÓËÕÂÎÏÓÔØÀ t.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÙ fn, f ,
ÔÁË ÞÔÏ fn → f . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÏÂÝÉÊ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ g ÄÌÑ
×ÓÅÈ xn | ÐÏÔÏÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ g É ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ g ÂÙÌÁ
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ÏÂÝÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÄÌÑ ×ÓÅÈ xn É ÄÌÑ x. ðÏÌÏÖÉÍ g = 4 · Rx.
ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï v, |v| = k ×ÈÏÄÉÔ × xn = unununx ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.
÷ÏÚØÍ£Í ÏÔÒÅÚÏË [i; j] ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÄÌÉÎÙ 4 · Rx(k) É ÐÏËÁÖÅÍ,
ÞÔÏ v × ÎÅÇÏ ×ÈÏÄÉÔ. åÓÌÉ j > 3 · 2n + Rx(k), ÔÏ v ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ
x[3·2n; 3·2n+Rx(k)] (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ). éÎÁÞÅ j < 3·2n+Rx(k),
ÏÔËÕÄÁ i 6 3 · 2n − 3 Rx(k). îÏ i > 0, ÚÎÁÞÉÔ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Rx(k) 6 2n =
|un|. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, xn[i; i+ Rx(k)] ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × unun. îÏ unun
×ÈÏÄÉÔ × x, É ÚÎÁÞÉÔ, xn[i; i + Rx(k)] ×ÈÏÄÉÔ × x, ÐÏÜÔÏÍÕ v ×ÈÏÄÉÔ ×
x[i; i + Rx(k)], ÔÁË ËÁË v ×ÈÏÄÉÔ × x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, Á ÚÎÁÞÉÔ,
×ÈÏÄÉÔ × ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï x ÄÌÉÎÙ Rx(k).

ïÄÎÁËÏ g | ÅÝ£ ÎÅ ÉÓËÏÍÁÑ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÏÔÏ-
ÒÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × xn ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. îÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-
ÔÏ v ×ÈÏÄÉÔ × xn ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÔÏ |v| = k > 2n (ÉÎÁÞÅ v
×ÈÏÄÉÔ × ÂÌÏË ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÏ× un ÉÌÉ �un, Á ÚÎÁÞÉÔ, É × x),
ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ n.
ðÏÜÔÏÍÕ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ×ÓÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÓÌÏ×Á ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ k
×ÈÏÄÑÔ × ËÁËÉÅ-ÔÏ xn ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÎÁÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÒÉÄ£Ô-
ÓÑ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ g(k), ÎÏ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. úÎÁÞÉÔ,
ÉÓËÏÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÏ× ÎÁÊÄ£ÔÓÑ.

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2.3, ÉÍÅÅÍ EAP ( GAP (ÐÒÅÄÌÏÖÅ-
ÎÉÅ 2.4). íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÑÔØ ÜÆÆÅË-
ÔÉ×ÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.2. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÐÏ x ∈ GAP É
f > Rx ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ x ∈ EAP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÉÅ xn ∈
EAP , x ∈ GAP \ EAP É ÏÂÝÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ f ÄÌÑ ÎÉÈ, ÞÔÏ
xn → x.

ðÏÌÏÖÉÍ a0 = 1, a1 = 10011, É ÄÁÌÅÅ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ: an+1 = an�an�ananan.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÌÏ×Ï anananan ÞÅÒÅÚ cn. ÷×ÅÄ£Í ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ
ln = 5n − 1 = |c0c1 : : : cn−1|. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ x = c0c1c2c3 : : : É y = limn→∞ an.
ëÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 2.4, x ∈ GAP \ EAP . ðÕÓÔØ xn =
c0c1 : : : cny. ðÏÓËÏÌØËÕ y ∈ AP (ÔÁË ËÁË ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÓÈÅÍÏÊ 〈{an; �an}; 5n〉),
ÔÏ xn ∈ EAP . ñÓÎÏ, ÞÔÏ xn → x, É ÏÓÔÁÌÏÓØ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÂÝÕÀ ÄÌÑ ×ÓÅÈ
xn ÏÃÅÎËÕ f ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ
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×ÉÄÁ f(k) > �, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å f(k) ÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÐÏ ×ÓÅÍ
ÔÁËÉÍ �.

ðÕÓÔØ v = xn[i; j], |v| = k ×ÈÏÄÉÔ × xn = c0c1 : : : cny ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ
ÒÁÚ. ôÏÇÄÁ v ×ÈÏÄÉÔ × y, Á ÚÎÁÞÉÔ, É × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ am. ðÏÜÔÏÍÕ v ×ÈÏÄÉÔ
× x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ f(k) > Rx(k) + Ry(k).

ðÕÓÔØ v = xn[i; j], |v| = k ×ÈÏÄÉÔ × xn ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ. ñÓÎÏ
ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ i < ln. åÓÌÉ j > ln, ÔÏ ÔÏÇÄÁ k > 5n, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ v ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ am, Á ÚÎÁÞÉÔ, ×ÈÏÄÉÔ × y ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. îÏ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï k > 5n ×ÙÐÏÌÎÉÍÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÊ n, ÞÔÏ ÄÁ£Ô ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ f(k). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ
j 6 ln. îÏ ÔÏÇÄÁ v ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × c0c1 : : : cn, ÐÒÉÞ£Í ×ÈÏÄÉÔ × x ËÏÎÅÞÎÏÅ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ (ÉÎÁÞÅ ÂÙ v ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ × ËÁËÏÍ-ÔÏ am), ÐÏÜÔÏÍÕ × ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄÏÊÄ£Ô f(k) > Rx(k).

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎ
×ÏÐÒÏÓÏÍ, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ï. ëÕÐÆÅÒÍÁÎ, Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Á×ÔÏÍÁÔ-
ÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ | ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.6, Ð. 2 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.11,
Ð. 2, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ × [42].
ôÅÏÒÅÍÁ 4.3. ðÕÓÔØ M | ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ,
ÔÁËÏÅ ÞÔÏ P ⊆ M. ôÏÇÄÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÐÏ
x ∈ GAP É f > Rx ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ x ∈M.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xn ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï x, ÔÁË ÞÔÏ xn ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë x, ×ÓÅ ÓÌÏ×Á
xn, x ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ g > Rxn, g > Rx, ÐÒÉÞ£Í ×ÓÅ xn ∈M, Á x =∈M. äÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ (ÐÏ×ÔÏÒÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÅÝ£ ÒÁÚ), ÐÒÅÄÐÏ-
ÌÏÖÉÍ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÉÊ ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ M ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ)
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÏÄÁÄÉÍ ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÍÕ ÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÎÁ ×ÈÏÄ x É g. ïÎ
×ÙÄÁÓÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ, ÔÁË ËÁË x =∈ M. ÷Ï ×ÒÅÍÑ Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÙ,
ÐÅÒÅÄ ÔÅÍ ËÁË ×ÙÄÁÔØ ÏÔ×ÅÔ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏÞÉÔÁÌ ÌÉÛØ ËÁËÏÅ-ÔÏ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÚ x. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xn ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë x,
ÚÎÁÞÉÔ, ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÕÓÐÅÌ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ × x,
ÓÔÏÑÔ ÎÁ ÔÅÈ ÖÅ ÍÅÓÔÁÈ × ËÁËÏÍ-ÔÏ xm ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m. úÎÁÞÉÔ, ÔÏÔ
ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÏÌÖÅÎ ×ÙÄÁÔØ É ÎÁ xm É g |
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÔÁË ËÁË xm ∈M.
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ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÙÅ xn, x.
÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.5 ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏÞÔÉ

ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×.
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 〈Bn; ln〉, ÇÄÅ Bn | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÕÓÔÙÈ

ÓÌÏ× × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A, ln | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ A-AP-ÓÈÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅ£ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N:
(1) ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ Bn ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ln;
(2) ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï u ∈ Bn+1 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ u = v1v2 : : : vk, ÇÄÅ vi ∈ Bn, É
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ w ∈ Bn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ i, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ vi = w. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x
AP-ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ A-AP-ÓÈÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i É n ÉÍÅÅÍ x[iln; (i+1)ln−
1] ∈ Bn (ÄÁÌÅÅ ÐÒÉÓÔÁ×ËÉAP- É A-AP- ÍÙ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÐÕÓËÁÅÍ).

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ËÁÖÄÁÑ ÓÈÅÍÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ, É ËÁÖÄÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÓÈÅÍÏÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÁÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÈÅÍÏÊ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÕÓÉÌÉÍ ÇÌÁ×ÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ Bn, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÔØ ÓÈÅÍÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÎÏ:
(∗) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 1 ËÁÖÄÏÅ u ∈ Bn ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ u = v1v2 : : : vk, ÇÄÅ
vi ∈ Bn−1, ÐÒÉÞ£Í ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ w1; w2 ∈ Bn ÎÁÊÄ£ÔÓÑ i < k, ÔÁËÏÅ
ÞÔÏ vivi+1 = w1w2.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË ÍÙ ÔÅÒÑÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ: ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ
ËÁÖÄÁÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÒÏÖÄÅ-
ÎÁ ÓÈÅÍÏÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ (∗).
ìÅÍÍÁ 4.4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (∗), É
ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ
ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ B-AP-ÓÈÅÍÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÓÈÅÍÕ 〈ln; Bn〉: ÐÏÌÏÖÉÍ l0 = 1 É B0 = {0; 1}, É
ÄÁÌØÛÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n > 1 ÐÏÌÏÖÉÍ ln = (#Bn−1)2ln−1. ôÁËÖÅ ÐÏÌÏÖÉÍ
Bn ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ln, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (∗).

ôÅÐÅÒØ ÏÂßÑÓÎÉÍ, ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÁ ÓÈÅÍÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÒÁÚÌÉÞ-
ÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. îÁÞÎ£Í ÓÔÒÏÉÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÕÀ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÓÌÏ× wi ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÌÏ×Ï w0 ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
B0 ×ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, Á ÄÁÌÅÅ ÓÌÏ×Ï wi ÄÌÑ i > 1 ÂÕÄÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÐÒÏ-
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ÉÚ×ÏÌØÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Bi, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÌÏÓØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÓÌÏ×Á
wi−1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ li ×ÙÂÒÁÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ v ∈ Bi−1 ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÎÁÊÔÉ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÉÚ Bi, Ñ×ÌÑÀÝÅ-
ÇÏÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ v. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ
wi ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ i, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁ,
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ×ÓÅÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×ÙÂÏÒÏ×. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ× wi ËÏÎÔÉÎÕÕÍÏÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏ×. ïÓÔÁÌÏÓØ
ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÔÁËÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ
ÓÌÏ×Ï limi→∞wi ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÓÈÅÍÏÊ 〈ln; Bn〉 ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ.

ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.4, ÓÒÅÄÉ ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ÔÁËÉÍÉ ÕÓÉÌÅÎÎÙÍÉ
ÓÈÅÍÁÍÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ M, ÔÁË ËÁË
M ÓÞ£ÔÎÏ (ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÍÅÓÔÏ, ÇÄÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÞ£ÔÎÏÓÔØ M).
÷ÏÚØÍ£Í ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ | x, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÕÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÈÅÍÏÊ 〈Bn; ln〉.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ pn = x[0; ln]. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, pn ∈ Bn É limn→∞ pn = x.
ðÏÌÏÖÉÍ xn = pnpnpn : : : ∈ P . ñÓÎÏ, ÞÔÏ xn → x, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ xn ∈
M. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ
ÌÅÍÍÙ. ïÎÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ f ÄÌÑ ×ÓÅÈ xn.
õ×ÅÌÉÞÉ× ÅÇÏ ÐÏÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÐÏÄÈÏÄÉÌ É ÄÌÑ x.
ìÅÍÍÁ 4.5. ðÕÓÔØ x | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÓÈÅÍÏÊ
〈Bn; ln〉, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ (∗). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ pn = x[0; ln] É ÐÏ-
ÌÏÖÉÍ xn = pnpnpn : : : ∈ P. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÝÉÊ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ f ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ xn.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k) ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×Ï ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ ×ÉÄÁ f(k) > �, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å f(k) ÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØ
ÍÁËÓÉÍÕÍ ÐÏ ×ÓÅÍ ÔÁËÉÍ �.

ðÕÓÔØ v = xn[i; j], |v| = k (ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ v ×ÈÏÄÉÔ × xn
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÔÁË ËÁË xn ∈ P). îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï k > ln−1 ÍÏÖÅÔ
×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ n (ÐÒÉ ÆÉËÓÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÏÍ k), ÞÔÏ ÄÁ£Ô ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ f(k). ôÅÐÅÒØ
ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k < ln−1. ÷ÏÚØÍ£Í ÔÁËÏÅ t, ÞÔÏ lt−1 < k 6 lt (×ÁÖÎÏ,
ÞÔÏ t ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ n É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ k). ôÏÇÄÁ t 6 n− 1.
óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ m, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ mlt 6 i É j 6 (m+2)lt−1, ÔÏ ÅÓÔØ v ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ
× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ab, ÇÄÅ a; b ∈ Bt, É ÚÎÁÞÉÔ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (∗), v ×ÈÏÄÉÔ
× ÌÀÂÏÅ c ∈ Bt+1. îÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ 2lt+1 ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ xn ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ c ∈ Bt+1 (ÃÅÌÉËÏÍ ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ
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× ËÁËÏÅ-ÔÏ pn), Á ÚÎÁÞÉÔ, É ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ v. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
f > 2lt+1.

ðÒÏÓÔÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.6. 1) îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÐÏ
x ∈ GAP É f > Rx ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ x ∈ P.

2) îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÐÏ x ∈ GAP É f > Rx
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ x Á×ÔÏÍÁÔÎÁ.

3) îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÐÏ x ∈ GAP É f > Rx
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ x ÍÏÒÆÉÞÅÓËÁÑ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÏÐÕÔÎÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ (ÓÌÅÄÕÅÔ
ÉÚ ÌÅÍÍ 4.4 É 4.5).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.7. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÏÂÝÉÍ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÏÍ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ-
ÓÔÉ.

üÔÁ ÓÅÒÉÑ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÌÀÂÏÐÙÔÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÐÏ-
×ÔÏÒÑÅÍÏÓÔÉ × ÜÔÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ | ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÄÒÕÇÁÑ ÔÁËÁÑ ÍÅÒÁ | ÐÅÒÉÏÄ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ. ðÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ,
ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÏÂÏÂÝÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏ-
×Á É ×ÚÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ× pn | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÉÏÄÏ× xn (×
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÌÅÍÍÙ 4.5), ÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÒ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÈ
ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÀÝÉÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉ-
ÎÕ ÐÅÒÉÏÄÁ, ÒÁ×ÎÕÀ ÄÌÉÎÅ ÓÌÏ×Á) Ó ÏÂÝÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÐÒÉÐÉÓÁ× Ë ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ ÓÉÍ×ÏÌ, ÍÙ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÕÖÅ
ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.8. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÐÏ x ∈ EAP,
f > Rx É ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ l > pr(x) ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏ pr(x).
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ìÅÍÍÁ 4.9. åÓÌÉ ax ∈ AP, ÇÄÅ a ∈ A∗, É x ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ l,
ÔÏ ax ÔÏÖÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ l.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ ÄÌÑ ÏÄÎÏÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏ-
×Á a. ðÕÓÔØ � = 012 : : : (l − 1)012 : : : (l − 1)012 : : : (l − 1) : : : | ÐÅÒÉ-
ÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ Al =
{0; 1; 2; : : : ; l− 1}. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.9 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ax×� ∈ AP .
÷ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌ 〈a; 0〉 ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ
ÒÁÚ, ÏÔËÕÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ a = x(l), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4.8. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏ-
ÉÔØ ÔÁËÉÅ xn ∈ EAP , x ∈ AP É ÏÂÝÕÀ ÄÌÑ ×ÓÅÈ xn ÏÃÅÎËÕ f ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ,
ÞÔÏ xn → x É pr(xn) = 1 (ÉÚ x ∈ AP ÓÌÅÄÕÅÔ pr(x) = 0).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 1t ∈ AP . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ
ÐÒÅÆÉËÓ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅ£ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.
îÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÌÏ×Á unun É �unun ×ÈÏÄÑÔ × t, Á ÚÎÁÞÉÔ,
É 1un ÔÏÖÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ 0t ∈ AP .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ 〈{un; �un}; 2n〉, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (∗) (ÓÍ.
Ó. 61), ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ t. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.5 ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ kn → ∞, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ t(0) : : : t(kn)t(0) : : : t(kn)t(0) : : : ÉÍÅÀÔ
ÏÂÝÉÊ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ f . ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ mn ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ kn, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ t(mn) ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ
ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ 0.

ðÏÌÏÖÉÍ xn = 1x(0) : : : x(mn)x(0) : : : x(mn)x(0) : : :, x = 1t. ñÓÎÏ, ÞÔÏ
ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÄÌÑ ÎÉÈ ÏÂÝÕÀ ÏÃÅÎËÕ Ó×ÅÒÈÕ g ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ g(k) > f(k) + 1 (ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÎÉÑ ÓÌÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ) É g(k) > k (ÉÓÈÏÄÑ
ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÓÌÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÞÔÏ ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ).

åÓÌÉ ÂÙ xn ∈ AP , ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 4.9 ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xn ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ
Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ mn, ÎÏ ÍÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÌÉ xn(0) = 1 6= xn(mn) = 0.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, pr(xn) = 1.

óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ x(mn) ÒÁ×ÎÙ 1, ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
(ÔÏÇÄÁ xn É x ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó 0).
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4.2. îÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù, ÍÏÖÎÏ ÄÏ-
ËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ÒÁÓ-
ÐÏÚÎÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ (ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ Á×ÔÏÍÁÔ âÀÈÉ ÉÌÉ Á×-
ÔÏÍÁÔ íÀÌÌÅÒÁ), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ.

ëÁË ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 3.3, ÐÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÃÅÎËÅ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ Å£ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ É Á×ÔÏ-
ÍÁÔÕ âÀÈÉ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ, ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉ ÄÁÎÎÙÊ
Á×ÔÏÍÁÔ âÀÈÉ ÄÁÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. çÏ×ÏÒÑ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ, ÐÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ ÏÒÁËÕÌ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ x ∈ GAP , ÏÒÁËÕÌ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g > Rx É Á×ÔÏÍÁÔ âÀÈÉ
F , ×ÙÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ F ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ x.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ ÅÇÏ Á×ÔÏÍÁÔ
âÀÈÉ. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÏÂÏÂ-
Ý£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÏÃÅÎËÅ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ Å£
ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Õ M.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÎÅÒÅ-
ÇÕÌÑÒÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ
ÐÏ ÏÒÁËÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É
ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÃÅÎËÉ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ Å£ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ
ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ M. (ïÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÜÔÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ.)

ôÁË, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.2 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.6 ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.10. íÎÏÖÅÓÔ×Ï EAP ÎÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.11. 1) íÎÏÖÅÓÔ×Ï P ÎÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ.

2) íÎÏÖÅÓÔ×Ï Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ.

3) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ.
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çÌÁ×Á 5.

ó×ÏÊÓÔ×Á Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ É
ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

÷ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ, ËÁË ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ | ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ïÓÎÏ×ÎÏÊ ×ÏÐÒÏÓ ÇÌÁ×Ù | ×ÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ-
ÓÔÉ ÄÌÑ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ÷ ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ×ÏÐÒÏÓ
ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.1 ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØ-
ÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ É ÐÒÅÄ×ÁÒÉ-
ÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.2 ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (×ÏÐÒÏÓ Ï ÔÁËÏÍ
ËÒÉÔÅÒÉÉ ÂÙÌ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ × [4], ÒÁÚÄÅÌ 10.12, ÐÒÏÂÌÅÍÁ 5) É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ,
ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ
ÐÏ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉ-
ÏÄÉÞÅÓËÏÊ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.3 ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-
ÎÙÊ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÐÏ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.

÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.4 ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÐÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ É ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉ-
ÞÅÓËÏÊ, ÒÁÓÔ£Ô ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏ.

òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÇÌÁ×Ù ÐÏÌÕÞÅÎÙ × [45, 48]. ÷ÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏ-
ÌÕÞÅÎÙ Á×ÔÏÒÏÍ, ÚÁ ÏÄÎÉÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ: ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.3 É 5.6
ÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ × [45] ÄÌÑ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÐÏ-
ÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ÎÅÓÔÉÒÁÀÝÉÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ × [48] ÐÅÒ×ÙÍ Á×-
ÔÏÒÏÍ ÂÙÌÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ
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ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ. äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÜÔÉ ÔÅ-
ÏÒÅÍÙ ÓÒÁÚÕ × ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ.

5.1. òÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÍÏÒÆÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ: ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ

ïÓÎÏ×ÎÏÊ ×ÏÐÒÏÓ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉ-
ÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ:

÷ÈÏÄ: ä×Á ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A É B, ÂÕË×Á s ∈ A, ÍÏÒÆÉÚÍ � : A∗ → A∗, ÐÒÏÄÏÌ-
ÖÁÅÍÙÊ ÎÁ s, É ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ h : A→ B.
÷ÏÐÒÏÓ: ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h(�∞(s)) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÏÊ?

÷ÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÏÄ-
ÎÁËÏ ÎÉÖÅ ÍÙ ÏÔ×ÅÞÁÅÍ ÎÁ ÎÅÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ × Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.
ðÅÒÅÄ ÜÔÉÍ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÄÏËÁ-
ÖÅÍ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

äÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �∞(s) ÌÅÇËÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÇÒÁÆ
G�, ËÁËÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÈÏÄÑÔ × ÜÔÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÔÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ ÐÏ Ò£ÂÒÁÍ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ × s. ôÁË ÞÔÏ
ÔÅÐÅÒØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÁÌÆÁ-
×ÉÔÁ A ×ÈÏÄÑÔ × �∞(s).

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÁÔÁ ×ÈÏÄÁ ÁÌÇÏÒÉÔ-
ÍÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ s Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-×ÏÚÒÁÓÔÁÀ-
ÝÉÍ: ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.5 ÎÉÖÅ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ×
ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �∞(s) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ s ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅ£ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ Ó
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.
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ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ s ×ÈÏÄÉÔ × �∞(s) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ Ó
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ÓÌÏ×Ï �m(s) ÔÁËÖÅ
×ÈÏÄÉÔ × �∞(s) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ. îÏ
ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï u, ×ÈÏÄÑÝÅÅ × �∞(s), ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÅÆÉËÓ �m(s)
É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÈÏÄÉÔ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ Ó
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ.

íÏÒÆÉÚÍ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÇÒÁÆ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÓÔÒÏÇÏ Ó×ÑÚÅÎ. äÌÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÜÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ËÒÉÔÅ-
ÒÉÅÍ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏ×Å-
ÒÑÅÍÙÍ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ
×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ A | ÁÌÆÁ×ÉÔ, s ∈ A É � : A∗ → A∗ | ×ÏÚ-
ÒÁÓÔÁÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÊ ÎÁ s. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
�∞(s) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ � ÐÒÉÍÉÔÉ×-
ÎÙÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, � | ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ. ðÕÓÔØ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
s ×ÈÏÄÉÔ × �n(a) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉ-
ÎÕ �n(a) ÄÌÑ a ∈ A. ëÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ 2l ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �∞(s)
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ s. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 5.1
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �∞(s) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ � ÎÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÕË×Á b ∈ A, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ≥ 0 ÓÌÏ×Ï �n(b) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ s. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ≥ 0 ÓÌÏ×Ï �n(b)
×ÈÏÄÉÔ × �∞(s). ðÏÓËÏÌØËÕ |�n(b)| → ∞ ÐÒÉ n→∞, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
�∞(s) ÎÅ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ.

ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÏÂÏÂÝÅÎÉÉ ÄÁÖÅ ÎÁ ÎÅÓÔÉÒÁÀÝÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ
ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÏÂÒÁÚÁÍ ÂÕË× ÉÍÅÔØ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2, ÎÏ É 1), ÕÖÅ
ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ÇÒÁÆÕ É ÄÁÖÅ ÍÁÔÒÉÃÅ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉ-
ÞÅÓËÏÊ. üÔÏ ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ.

ðÕÓÔØ �1 | ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ: 0 → 01, 1 → 120, 2 → 2, É ÐÕÓÔØ
�2 ÔÁËÏÊ: 0 → 01, 1 → 210, 2 → 2. üÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÅ ÎÁ 0,
ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

�∞1 (0) = 01120120201120201201120 : : :

68



É
�∞2 (0) = 01210221001222100101210 : : :

íÁÔÒÉÃÙ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÎÏ �∞1 (0) ÐÏ-
ÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, Á �∞2 (0) | ÎÅÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
�∞2 (0) ×ÈÏÄÑÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ×ÉÄÁ 222. . . 22, ÔÁË ÞÔÏ �∞2 (0)
ÎÅ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ. ôÁËÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ × �∞1 (0). ðÏÓËÏÌØ-
ËÕ 0 ×ÈÏÄÉÔ É × �1(0), É × �1(1), É ÓÌÏ×Ï 22 (ËÁË ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ) ÎÅ
×ÈÏÄÉÔ × �∞1 (0), ÔÏ 0 ×ÈÏÄÉÔ × �∞1 (0) Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ. ïÔ-
ÓÀÄÁ �∞1 (0) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 5.1. ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 5.3 ÍÙ
ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÂÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

5.2. òÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÞÉÓÔÏ
ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÞÉÓÔÏ
ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ × ÔÅÏÒÅÍÅ 5.3, Á ÔÁËÖÅ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅË-
ÔÉ×ÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ËÒÉÔÅÒÉÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ 5.6, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÚÁ
ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ � : A∗ → A∗ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÊ ÎÁ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÍ ÓÉÍ×ÏÌÅ s ∈ A. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞ-
ÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �∞(s) É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÚÁ
ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. çÏ×ÏÒÑ Ï ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ ÚÄÅÓØ,
ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ×ÒÅÍÑ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ n É k, ÇÄÅ n | ÒÁÚÍÅÒ ÁÌ-
ÆÁ×ÉÔÁ A É k = max{|�(a)| : a ∈ A}, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÕÀ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÌÏ×ÏÍ ÄÌÉÎÙ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÏÔ n
É k.
ôÅÏÒÅÍÁ 5.3. ðÕÓÔØ A | ÁÌÆÁ×ÉÔ, s ∈ A, É � : A∗ → A∗ | ÍÏÒÆÉÚÍ,
ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÊ ÎÁ s. þÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �∞(s) ÐÏ-
ÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á
ÕÓÌÏ×ÉÑ:

1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �-×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÂÕË×Ù a, ×ÈÏÄÑÝÅÊ × �∞(s), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÞÉÓÌÏ n ∈ N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ s ×ÈÏÄÉÔ × �n(a), É

2) ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× ×ÈÏÄÉÔ
× �∞(s).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ⇒. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �∞(s) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ. ôÏ-
ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ l, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ s ×ÈÏÄÉÔ × ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï
ÄÌÉÎÙ l ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �∞(s).

1) ðÕÓÔØ a | �-×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÂÕË×Á, ×ÈÏÄÑÝÁÑ × �∞(s). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
n ∈ N ÓÌÏ×Ï �n(a) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ �∞(s). åÓÌÉ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ,
ÓÌÏ×Ï �n(a) ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÈÏÔÑ ÂÙ l. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, s ×ÈÏÄÉÔ × �n(a) ÄÌÑ
×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n.

2) ðÏÓËÏÌØËÕ s | �-×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ, s ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ ÎÉ × ËÁËÏÅ
�-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �∞(s). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ
�-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á �∞(s) ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ l.
⇐. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1) É 2). éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1)

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �-×ÏÚ-
ÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÂÕË×Ù a, ×ÈÏÄÑÝÅÊ × �∞(s), s ×ÈÏÄÉÔ × �n(a). éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2),
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ M , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �∞(s) ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ M . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
K ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ× �n(a) ÄÌÑ a ∈ A.

ðÕÓÔØ w | ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ KM + K ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �∞(s). óÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÓÌÏ×Ï v ÄÌÉÎÙ M × �∞(s), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ �n(v) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ-
×ÏÍ w. ðÏÓËÏÌØËÕ v ÄÌÉÎÎÅÅ, ÞÅÍ ÌÀÂÏÅ �-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï �∞(s),
ËÁËÁÑ-ÔÏ �-×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÂÕË×Á a ×ÈÏÄÉÔ × v. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, s ×ÈÏÄÉÔ ×
�n(a), �n(a) | ÐÏÄÓÌÏ×Ï �n(v), É �n(v) | ÐÏÄÓÌÏ×Ï w. ïÔÓÀÄÁ s ×ÈÏÄÉÔ
× w.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ s ×ÈÏÄÉÔ × ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ
KM+K ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �∞(s). ðÏÜÔÏÍÕ �∞(s) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ
ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 5.1.

ôÅÐÅÒØ ÏÂßÑÓÎÉÍ, ËÁË ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ËÒÉÔÅ-
ÒÉÊ. óÎÁÞÁÌÁ × ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 5.4 ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉ-
ÒÏ×ËÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2) ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.3. ðÏÔÏÍ ÍÙ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÌÅÇËÏ ÂÙÌÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏ-
ÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4 ([13]). ðÕÓÔØ A | ÁÌÆÁ×ÉÔ, s ∈ A, É � : A∗ → A∗ |
ÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÊ ÎÁ s. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

1) ÷ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �∞(s) ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �-
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×.
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2) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ n, ÂÕË×Á a, ×ÈÏÄÑÝÁÑ × �∞(s), É Ä×Á ÓÌÏ×Á u,
v ∈ A∗, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

• u | ÎÅ �-ÓÔÉÒÁÅÍÏÅ,
• u | �-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ É
• �n(a) = uav ÉÌÉ �n(a) = vau.

3) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ �-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï w, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ wn |
ÐÏÄÓÌÏ×Ï �∞(s) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N.

ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÍÏÒÆÉÚÍÕ � : A∗ → A∗ ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ
ÎÁÈÏÄÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I�, B�, E�.
ìÅÍÍÁ 5.5. íÎÏÖÅÓÔ×Á I�, B� É E� ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ ÐÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÕ A É ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÕ � : A∗ → A∗ ÚÁ ×ÒÅÍÑ poly(n; k), ÇÄÅ n = |A| É k = maxb∈A |�(b)|.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ \≡" ÎÁ ×ÅÒ-
ÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ G�: a ≡ b, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÉÚ a ÍÏÖÎÏ ÄÏÊÔÉ × b ÐÏ
Ò£ÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÉÚ b ÍÏÖÎÏ ÄÏÊÔÉ × a. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a ≡ b, ÔÏ
|�m(a)| = �(|�m(b)|) ÐÒÉ m→∞. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÏ×ÙÊ ÇÒÁÆ H�: ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ \≡".
òÅÂÒÏ ÉÄ£Ô ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ C × ×ÅÒÛÉÎÕ D × H�, ÅÓÌÉ ∃a ∈ C ∃b ∈ D, ÔÁË
ÞÔÏ �(a) ÓÏÄÅÒÖÉÔ b. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ C ÇÒÁÆÁ H� ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÏ
�C = max{ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÚ C × �(a) : a ∈ C}. ïÐÒÅ-
ÄÅÌÉÍ Si = {D × H� : max{�C : ÉÚ D ÍÏÖÎÏ ÄÏÊÔÉ ÐÏ Ò£ÂÒÁÍ × C} = i}.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ H�, ×ÓÅ �C É Si ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.

îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ∀i ≥ 2 ∀C ∈ Si ∀a ∈ C |�m(a)| ÒÁÓÔ£Ô ÜËÓÐÏ-
ÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÒÉ m → ∞, É ÐÏÜÔÏÍÕ a ∈ I�. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S0
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× E�.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ C ÇÒÁÆÁ G� ÉÍÅÅÍ �C = 1,
ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄÇÒÁÆ G�, ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ C, | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ
ÃÉËÌ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ H�, ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ S1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ
∀C ∈ S1 ∀a ∈ C a =∈ E�. ðÕÓÔØ S1 = U ∪ V , ÇÄÅ U = {C ∈ S1 : �C = 0},
V = {C ∈ S1 : �C = 1}. äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ V = X ∪ Y , ÇÄÅ X = {C ∈ V :
ÉÚ C ÍÏÖÎÏ ÐÏ Ò£ÂÒÁÍ ÄÏÊÔÉ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ D ∈ V },
Y = V \ X. îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ⋃

C∈X C ⊆ I�,
⋃
C∈Y C ⊆ B�. äÁÌÅÅ,

ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C ∈ U ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏ. åÓÌÉ × D ∈ X
ÍÏÖÎÏ ÐÏ Ò£ÂÒÁÍ ÐÒÉÊÔÉ ÉÚ {a} ∈ U , ÔÏ a ∈ I�, ÉÎÁÞÅ a ∈ B�.
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ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×Ó£ ×ÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ
×ÒÅÍÑ.

ðÕÓÔØ � : A∗ → A∗ | ÍÏÒÆÉÚÍ. ëÁË ÍÙ ÐÏÍÎÉÍ, ÓÌÏ×Ï �-ÓÔÉÒÁÅÍÏ,
ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �-ÓÔÉÒÁÅÍÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÐÏ ÓÌÏ×Õ ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ �-ÓÔÉÒÁÅÍÙÍ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÇÒÁÆ L�. ðÕÓÔØ I� | ÅÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ. éÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ b ×ÙÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ. þÔÏÂÙ
ÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ÎÁÊÄ£Í ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �(b) = ucv, ÇÄÅ c ∈ I�, u | ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÅÆÉËÓ ÓÌÏ×Á �(b), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
B�. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ I� É B� ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ u ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó �(b), ÐÏÜÔÏ-
ÍÕ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ × ÇÒÁÆÅ L� ÒÅÂÒÏ,
ÉÄÕÝÅÅ ÉÚ b × c, É ÏÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÒÅÂÒÅ ÓÌÏ×Ï u.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÕÆÆÉËÓÎÙÊ ÇÒÁÆ R�. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÎÁÈÏ-
ÄÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �(b) = vcu, ÇÄÅ u ∈ B∗

�, c ∈ I�, É ÏÔÍÅÞÁÅÍ ÓÌÏ×Ï u ÎÁ
ÒÅÂÒÅ ÉÚ b × c.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÉÚ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 5.3.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.6. ðÕÓÔØ A | ÁÌÆÁ×ÉÔ, s ∈ A É � : A∗ → A∗ | ÍÏÒÆÉÚÍ,
ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÊ ÎÁ s. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �∞(s) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ,
ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:

1) ÇÒÁÆ G�, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I�, ÓÔÒÏÇÏ Ó×ÑÚÅÎ, É

2) × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× L� É R� ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÉËÌÁ ÏÔÍÅÞÅÎÏ
�-ÓÔÉÒÁÅÍÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A
×ÈÏÄÑÔ × �∞(s).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 1) ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ 1) ÔÅÏÒÅÍÙ 5.3. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4 ÓÌÕÖÉÔ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅÍ
ÔÏÇÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ 2).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉÍÅÒÙ Ó �1 É �2, ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ×ÙÛÅ. äÌÑ � ∈ {�1; �2}
ÉÍÅÅÍ: I� = {0; 1} É B� = {2}. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÒÅÂÒÅ ÇÒÁÆÁ R� × ÏÂÏÉÈ
ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï. üÔÏ ÎÅ ÔÁË ÄÌÑ L�: ÎÁ ÒÅÂÒÅ, ÉÄÕÝÅÍ
ÉÚ 1 × 1, ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÑ �1 É ÓÌÏ×Ï 2 ÄÌÑ �2. óÌÏ×Ï 2 ÎÅ
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Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÉÒÁÅÍÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÒÁ×ÅÎ 2, ÔÁË ÞÔÏ �∞1 (0) ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ, ÎÏ �∞2 (0) ÎÅ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ËÒÉÔÅÒÉÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.7. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ×ÒÅÍÑ poly(n; k),
ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �∞(s) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÌÅÍÍÅ 5.5, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÚ
ÔÅÏÒÅÍÙ 5.6 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.

ôÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ËÒÉ-
ÔÅÒÉÊ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.8. ðÕÓÔØ � : {0; 1}∗ → {0; 1}∗ | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÊ
ÎÁ 0. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �∞(0) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:

1) �(0) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÓÉÍ×ÏÌÙ 0, ÎÏ ÎÅ 1;

2) �(1) ÓÏÄÅÒÖÉÔ 0;

3) �(1) = �;

4) �(1) = 1 É �(0) = 0u0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á u.

ðÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �, ÔÁËÉÍ ÞÔÏ
�(0) = 0010, �(1) = 1, ÓÌÕÖÉÔ ÎÁÇÌÑÄÎÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÅÊ
Ë ÓÌÕÞÁÀ 4 ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.8: � ÎÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ, �∞(0) ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÎÏ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ.

5.3. òÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ Á×ÔÏ-
ÍÁÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ É ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÅÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ. ñÓÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÙ-
ÍÉ | ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ
ËÁË Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÞ£ÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï. é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 01101000100000001000. . . , Õ ËÏÔÏÒÏÊ
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ÎÁ ËÁÖÄÏÍ 2n-Í ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ 1, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ 0, 2-Á×ÔÏÍÁÔÎÁ (ÌÅÇËÏ
ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Á×ÔÏÍÁÔ, ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 100. . . 0 × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ
ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ), ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÎÁ
ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÍÏÖÎÏ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÜÔÏÇÏ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÏÓ×ÑÝ£Î ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÒÁÚÄÅÌ. íÙ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÐÏ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÌÉ ÏÎÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. ëÁË ÉÍÅÎÎÏ ÔÏÞÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÎÁ ×ÈÏÄÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÎÅ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ
ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ×ÏÍ ÄÌÉÎÙ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÏÔ n
É k, ÇÄÅ n | ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ k-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ � : A∗ → A∗ | k-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÊ
ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÉÍ×ÏÌÅ s ∈ A, h : A → B | ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ. íÙ ÈÏÔÉÍ
ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ h(�∞(s)).
ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÛ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÚÁ ÐÏÌÉ-
ÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ l ∈ N ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ A: b ∼l c
ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ h(�l(b)) = h(�l(c)). üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ A∗: u ∼l v, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ h(�l(u)) = h(�l(v)). îÁ
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÓÌÏ×ÉÅ u ∼l v ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ |u| = |v| É u(i) ∼l v(i) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i,
ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 1 ≤ i ≤ |u|.

ðÕÓÔØ R = R(h; �) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ∼l.

ìÅÍÍÁ 5.9. R ≤ 2n2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2n2.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ
(∼l)l∈N.

ìÅÍÍÁ 5.10. åÓÌÉ ∼r ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ∼s, ÔÏ ∼r+p ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ∼s+p ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ∼r ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ∼s.
ôÏÇÄÁ b ∼r+1 c ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ �(b) ∼r �(c) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ �(b) ∼s �(c) ÒÁ×ÎÏ-
ÓÉÌØÎÏ b ∼s+1 c. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ∼r ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ∼s, ÔÏ ∼r+1 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
∼s+1, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.
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÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÏÊ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (∼l)l∈N | ÚÁ-
ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÐÒÉÞ£Í ÓÕÍÍÁ ÐÅÒÉÏÄÁ É ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÁ ÜÔÏÊ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ R. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 5.11. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ p; q ∈ N, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ p + q = R, ÄÌÑ ×ÓÅÈ i
É ×ÓÅÈ t ≥ p ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼t ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ∼t+iq.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ R ≤ Bn, ÇÄÅ Bn | n-Å ÞÉÓÌÏ âÅÌÌÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Bn = 2O(n log n), ÎÏ ÔÁËÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ (ÎÁÍ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÅÍÍÙ 5.9).

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÈ, ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÑ
ÅÇÏ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ × ÔÅÏÒÅÍÅ 5.15. ðÏÓÌÅ ÞÅÇÏ
ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ × ÔÅÏÒÅÍÅ 5.16, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÚÁ
ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÎÏÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á h(�m(s)) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ h(�∞(s)).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.12. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h(�∞(s)) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÁÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ l,
ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï h(�m(s)) ×ÈÏÄÉÔ × h(�∞(s)) ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l.

ôÅÐÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.13. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h(�∞(s)) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÁÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ l,
ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌÙ, ∼m-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÕ s, ×ÈÏÄÑÔ × �∞(s) ÎÁ ÌÀÂÏÍ
ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ⇐. åÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ ×
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �∞(s) ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ∼m-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ s, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ t,
ÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ ÓÌÏ×Á h(�m(s)) × h(�∞(s))
ÎÅ ÂÏÌØÛÅ tkm.
⇒. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, h(�∞(s)) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ. ðÕÓÔØ y =

012 : : : (km − 2)(km − 1)01 : : : (km − 1)0 : : : | ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ km. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.9 ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
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h(�∞(s)) × y ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖ-
ÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ km-×ÙÒÏ×ÎÅÎÎÙÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ ÓÌÏ×Á h(�m(s)) × h(�∞(s))
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ h(�∞(s))[ikm; (i+1)km−
1] = h(�m(s)), ÔÏ �∞(s)(i) ∼m s.

ðÕÓÔØ Ym | ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÓÉÍ×ÏÌÙ, ∼m-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ s,
×ÈÏÄÑÔ × �∞(s) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÍÅÖ-
ÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ T ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ YT ×ÅÒÎÏ. ôÏÇÄÁ
h(�T (s)) ×ÈÏÄÉÔ × h(�∞(s)) Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ m ≤ T ÓÌÏ×Ï h(�m(s)) ÔÁËÖÅ ×ÈÏÄÉÔ × h(�∞(s)) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙ-
ÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ h(�m(s)) | ÐÒÅÆÉËÓ ÓÌÏ×Á h(�T (s)). ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ym ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
m, Á ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ≥ T ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ T .

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.11 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ
ÏÄÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÁË × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.14. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r ≥ R ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ: ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
h(�∞(s)) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÉÍ×ÏÌÙ,
∼r-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÕ s, ×ÈÏÄÑÔ × �∞(s) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ Ó
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ.

é ÎÁËÏÎÅÃ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ËÒÉÔÅÒÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.15. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r ≥ R: ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h(�∞(s)) ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ m, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ
ÄÌÑ ×ÓÅÈ b ∈ A ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, ∼r-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌÕ s, ×ÈÏÄÉÔ
× ÓÌÏ×Ï �m(b).

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á ×ÈÏÄÑÔ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ, ÔÏ ÄÌÑ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ m ÏÎÉ ×ÈÏÄÑÔ × ËÁÖÄÙÊ km-×ÙÒÏ×ÎÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË
ÄÌÉÎÙ km ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.15 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÚÁ
ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.16. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ,
ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÊ ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ
ÏÎÁ h(�∞(s)) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏËÁÚÁÔØ Ä×Å ×ÅÝÉ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ËÁË
×ÙÂÒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ r ≥ R É ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
×ÓÅÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ∼r-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÕ s (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ R
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ). ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ËÁË ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ÓÉÍ×ÏÌÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÈÏÄÑÔ × �m(b) ÄÌÑ ËÁ-
ÖÄÏÇÏ b ∈ A.

îÁÞÎ£Í ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï H ×ÓÅÈ ÓÉÍ-
×ÏÌÏ×, ∼r-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ s. äÌÑ m ∈ N ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P (b)

m ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
×ÓÅÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × �m(b). îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÓÕÝÅÓÔ×Õ-
ÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ m, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ b ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ P (b)

m ∩ H 6= ∅. ðÒÅÖÄÅ
×ÓÅÇÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ∀b P (b)

m ∩ H 6= ∅, ÔÏ ∀b P (b)
l ∩ H 6= ∅ ÄÌÑ

×ÓÅÈ l ≥ m. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n-ËÏÒÔÅÖÅÊ
ÍÎÏÖÅÓÔ× (〈P (b)

m 〉b∈A)∞m=0 ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ
n | ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×
(P (b)

m )∞m=0 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ b, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÐÒÉ-
Þ£Í É ÐÅÒÉÏÄ, É ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ 2n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÅÒÉÏÄ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (〈P (b)

m 〉b∈A)∞m=0 ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ
ËÒÁÔÎÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÏ× (P (b)

m )∞m=0 ÄÌÑ b ∈ A, É ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÁ (P (b)

m )∞m=0 ÄÌÑ b ∈ A. úÎÁÞÉÔ, ÐÅÒÉÏÄ ÎÅ ÐÒÅ-
×ÏÓÈÏÄÉÔ (2n)n = 2n2 É ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2n. ïÔÓÀÄÁ, ×ÓÐÏÍÉÎÁÑ
ÐÅÒ×ÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÅ m ≥ 2n2 + 2n, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ 〈P (b)

m 〉b∈A É ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅ-
ÎÉÑ Ó H. ÷-ÔÒÅÔØÉÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÐÏ ×ÒÅÍÅ-
ÎÉ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÇÒÁÆÕ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ
 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÇÒÁÆ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ  2. ðÒÉÍÅÎÉ× ÜÔÕ ÐÒÏÃÅ-
ÄÕÒÕ n2 + 1 ÒÁÚ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÇÒÁÆ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ
〈P (b)

2n2+1〉b∈A. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 2n2+1 > 2n2 + 2n.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁ-

ÄÁÞÉ. úÄÅÓØ ÍÙ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏ-
ÒÙÊ ÎÁÈÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ∼r-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ s, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ r ≥ R.

íÙ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÓÔÒÏÉÍ ÓÅÒÉÀ ÇÒÁÆÏ× Ti. éÈ ÏÂÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒ-
ÛÉÎ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ {b; c}, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ b; c ∈ A É
b 6= c. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ × ËÁÖÄÏÍ ÇÒÁÆÅ n(n−1)

2 . íÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ Ó {b; c} × ÇÒÁÆÅ Ti, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Vi(b; c).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÒÁÆ T0. ðÕÓÔØ V0(b; c) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ
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{�(b)(j); �(c)(j)} ÄÌÑ j = 1; : : : ; k, ÞÔÏ �(b)(j) 6= �(c)(j). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
b ∼l+1 c, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ x ∼l y ÄÌÑ ×ÓÅÈ {x; y} ∈ V0(b; c).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, b ∼2 c, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ {x; y} ∈ V0(b; c)
É ÄÌÑ ×ÓÅÈ {z; t} ∈ V0(x; y) ÉÍÅÅÍ z ∼0 t. ÷ ÇÒÁÆÅ T1 ÐÏÌÏÖÉÍ V1(b; c)
ÒÁ×ÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ {x; y}, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÐÕÔØ ÄÌÉÎÙ Ä×Á ÉÚ
{b; c} × {x; y} × T0. çÒÁÆ T1 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: b ∼2 c, ÅÓÌÉ É
ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ x ∼0 y ÄÌÑ ×ÓÅÈ {x; y} ∈ V1(b; c). é ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ: b ∼l+2 c,
ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ x ∼l y ÄÌÑ ×ÓÅÈ {x; y} ∈ V1(b; c).

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ, ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÕÀ Ó T0 ÄÌÑ ÐÏÌÕ-
ÞÅÎÉÑ T1. á ÉÍÅÎÎÏ, × T2 ÐÏÌÏÖÉÍ V2(b; c) ÒÁ×ÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ {x; y},
ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÐÕÔØ ÄÌÉÎÙ Ä×Á ÉÚ {b; c} × {x; y} × T1. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ: b ∼l+4 c, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ x ∼l y ÄÌÑ ×ÓÅÈ {x; y} ∈ V2(b; c).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ×ÓÅ Ti. âÏÌÅÅ Ñ×ÎÏ, Vi(b; c) ÒÁ×ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ
ÐÁÒ

{
�2i(b)(j), �2i(c)(j)

}
ÄÌÑ 1 ≤ j ≤ k2i É �2i(b)(j) 6= �2i(c)(j). ïÔÍÅÔÉÍ

ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �2i(b) = �2i(c), ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ {b; c} ÉÍÅÅÔ ÉÓÈÏÄÑÝÕÀ
ÓÔÅÐÅÎØ 0 × ÇÒÁÆÅ Ti.

éÚ ÌÅÍÍÙ 5.9 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ log2R ≤ n2. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ
ÎÁÛÅÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ n2 ÒÁÚ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÒÁÆ Tn2, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ b ∼2n2 c, ÅÓÌÉ
É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ x ∼0 y ÄÌÑ ×ÓÅÈ {x; y} ∈ Vn2(b; c). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ x ∼0 y
ÏÚÎÁÞÁÅÔ h(x) = h(y), ÔÁË ÞÔÏ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ∼2n2 -ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ s.

5.4. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉ-
ÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-
ÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ p: N → N, ÞÔÏ p(n) ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n,
×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x. äÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ
ÉÚ m ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ÏÔ 1 ÄÏ mn.
ëÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ × [22] (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5), ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.

÷ ÓÅÒÉÉ ÒÁÂÏÔ, ÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÅÊÓÑ ÒÁÂÏÔÏÊ [26], ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÌÏ×-
ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÔØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÑÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉË: O(1), �(n), �(n log log n),
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�(n log n), �(n2). ðÒÏ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÄÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ ÂÙÌÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ.
÷ [27] ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÅÊ Ó ÐÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ×ÉÄÁ �(n1+ 1

k ) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ∈ N. îÁ-
ËÏÎÅÃ, × [11] ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.17 ([11]). ðÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÉÄÏ×: O(n log n), �(n1+ 1

k ) ÄÌÑ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÇÏ k ∈ N. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅÐÕÓÔ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉË ÐÏÄ-
ÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÚÏ-
ÂÒÁÔØÓÑ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ O(n log n).

÷ ÓÌÕÞÁÅ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÐÒÏÝÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.18 ([9]). ðÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÌÉÎÅÊÎÁ.

îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÍ. [14]), ÞÔÏ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ m ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÎÅ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ m�n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ � < 1. ïÄÎÁËÏ
ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � < 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ m ÓÉÍ×ÏÌÏ× Ó ÐÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ
ÎÅ ÍÅÎØÛÅ m�n (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÍ. [46]).

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ
ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ É ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÇÏÒÁÚÄÏ
ÐÒÏÝÅ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ × ÒÁÂÏÔÅ [48] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [43]).

ôÅÏÒÅÍÁ 5.19. åÓÌÉ x | ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ px(n) = O(n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5.19 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÌÅÍÍÁÈ. ëÌÀÞÅ×ÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ 5.24. äÒÕÇÉÅ ×ÁÖÎÙÅ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØ-
ÎÙÅ ÌÅÍÍÙ | ÜÔÏ ÌÅÍÍÙ 5.20 É 5.22. ìÅÍÍÙ 5.21 É 5.23 ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ.

ìÅÍÍÁ 5.20. ðÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÌÉ-
ÎÅÊÎÁ.

79



ìÅÍÍÁ 5.20 × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ × [29] ÉÌÉ × [4] (ÔÅÏÒÅÍÁ 10.4.12), ÎÏ
ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ [26].

ìÅÍÍÁ 5.21. ðÕÓÔØ A, B | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÙ, � : A∗ → B∗ | ÎÅÓÔÉ-
ÒÁÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, É ÐÕÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ �(a) ÐÏ ×ÓÅÍ a ∈ A ÒÁ×-
ÎÁ M . ôÏÇÄÁ p�(x)(n) 6 Mpx(n) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ∈ AN
É n ∈ N.

ìÅÍÍÕ 5.21 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [4] (ÔÅÏÒÅÍÁ 10.2.4).

ìÅÍÍÁ 5.22 ([26]). ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, s ∈ A, É � : A∗ →
A∗ | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÊ ÎÁ s. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ-
×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �∞(s) ËÏÎÅÞ-
ÎÏ. ôÏÇÄÁ �∞(s) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁË ÏÂÒÁÚ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ
ÎÅÓÔÉÒÁÀÝÅÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏ-
ÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 5.22 ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ × [48].

ìÅÍÍÁ 5.23. ðÕÓÔØ B | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, � : B∗ → B∗ | ×ÏÚÒÁÓÔÁ-
ÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n É ÔÁËÁÑ ÂÕË×Á t ∈ B,
ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ �n ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÎÁ t.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ b ∈ B. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÆÁ×ÉÔ B ËÏÎÅÞÎÙÊ, ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ i; j, ÞÔÏ i < j É �i(b) É �j(b) ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ
ÂÕË×Ù | ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Å£ t. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �j−i(t) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÂÕË×Ù t.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÒÆÉÚÍ � ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÊ, ÍÏÒÆÉÚÍ �j−i ÔÁËÖÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀ-
ÝÉÊ. ïÔÓÀÄÁ �j−i ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÎÁ t.

ìÅÍÍÁ 5.24. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x,
ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅ-
ÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ y, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ,
ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Fac(y) ⊆ Fac(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÕ ÁÌ-
ÆÁ×ÉÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x.

ðÕÓÔØ x = �∞(s), ÐÒÉÞ£Í � ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÊ. ðÕÓÔØ B | ÓÔÒÏÇÏ Ó×ÑÚÎÁÑ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÇÒÁÆÁ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ G�, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÉÚ B ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ Ò£ÂÅÒ,
×ÅÄÕÝÉÈ ×ÎÅ B. ôÏÇÄÁ �, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÁ B, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ ÎÅ-
ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ B∗ → B∗ (ÚÄÅÓØ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÐÏÄÇÒÁÆ B
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É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ). ðÏ ÌÅÍÍÅ 5.23 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ t ∈ B É n, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ
�n ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÎÁ t. åÓÌÉ �n ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ, ÔÏ ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ: ÍÏÖÎÏ
×ÚÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (�n)∞(t) × ËÁÞÅÓÔ×Å y. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, t ×ÈÏÄÉÔ
× x, É ÐÏÜÔÏÍÕ (�n)m(t) ×ÈÏÄÉÔ × x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ �n ÎÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ. ôÏÇÄÁ B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÏÄÇÒÁÆÏÍ G�, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ �n ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌ-
ÖÁÅÍÙÊ É ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ
�n, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÁ B, ÞÅÒÅÚ  .

íÏÒÆÉÚÍ  | ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x′ =  ∞(t). áÌÆÁ×ÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x′ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØ-
ÛÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Fac(x′) ⊆ Fac(x). ðÏ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÁÑ y, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ
ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Fac(y) ⊆ Fac(x′). ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
Fac(y) ⊆ Fac(x).

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 5.19.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5.19. ðÕÓÔØ x = h(�∞(s)) | ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉ-
ÞÅÓËÁÑ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
� : A∗ → A∗, h : A→ B | ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ.

÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.
1) ÷ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �∞(s) ×ÈÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ �-ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 5.4 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ w ∈ A∗,
ÔÁËÏÅ ÞÔÏ wn ×ÈÏÄÉÔ × �∞(s) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (h(w))n
×ÈÏÄÉÔ × x ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n, É ÐÏÜÔÏÍÕ x ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, É Å£ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ
ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(1).

2) ÷ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �∞(s) ×ÈÏÄÉÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �-
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 5.22 �∞(s) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÁ ËÁË �∞(s) = g( ∞(t)) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×  : C∗ → C∗ É
g : C∗ → A∗, ÔÁË ÞÔÏ  ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÊ É g ÎÅÓÔÉÒÁÀÝÉÊ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 5.24
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÁÑ y, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚ-
ÍÏÍ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ F (y) ⊆ F ( ∞(t)). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, F (h(g(y))) ⊆ F (x), ÎÏ x
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.1 ÉÍÅÅÍ F (h(g(y))) =
F (x). ïÔÓÀÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ M

px(n) = ph(g(y))(n) ≤Mpy(n) = O(n);
ÇÄÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.21, Á ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï | ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.20.
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çÌÁ×Á 6.

íÅÒÁ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

6.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÏÃÅÎËÉ
ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÓÁÍÕÀ ÐÒÏÓÔÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ
ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÉÚÍÅÒÑÔØ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÄÁÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÄÁÌÅËÁ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ××ÏÄÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ
ÍÅÒÙ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÍÅÒÁ ÁÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ �, ÞÔÏ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÌÀÂÙÍ Ó×ÏÉÍ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ
ÂÙ ÄÏÌÀ � ÒÁÚÌÉÞÉÊ. îÁÓËÏÌØËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ Á×ÔÏÒÕ, ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-
ÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ× ÒÁÎÅÅ ÎÅ ÐÒÏ×ÏÄÉÌÏÓØ, ÎÁÞÁÌÏÍ ÜÔÏÍÕ
ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ [47], × ËÏÔÏÒÏÊ ××ÅÄÅÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÅÒÙ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞ-
ÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÄÏËÁÚÁÎÙ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÙÅ ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓËÏÒÅ ÐÏÓÌÅ ÏÔÐÒÁ×ËÉ ÐÅÒ×ÏÊ ×ÅÒÓÉÉ
ÒÁÂÏÔÙ [47] ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÍ ÓÉÍÐÏÚÉÕÍÅ Computer
Science in Russia (CSR 2009) ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ ÒÁÂÏÔÁ [15], ÐÏÓ×ÑÝ£ÎÎÁÑ ÏÂÏÂ-
ÝÅÎÉÀ ÐÏÎÑÔÉÑ ÍÅÒÙ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÜÔÏÊ
ÒÁÂÏÔÙ ÕÓÉÌÉ×ÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× [47]. ÷ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÏ× ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÒÁÂÏÔÅ [47]. ÷ÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù,
ËÒÏÍÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.10, ÐÏÌÕÞÅÎÙ Á×ÔÏÒÏÍ.

æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ÁÎÁ-
ÌÏÇÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ âÅÚÉËÏ×ÉÞÁ dB, ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÍ × [22] ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏ âÅÚÉËÏ×ÉÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ôÏÔ ÖÅ ÐÏÄ-
ÈÏÄ ÂÙÌ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎ × [12] ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �-ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ-
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×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, × [12] ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ, × ÎÁÛÅÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ AM(x) > � ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x, ÔÏ x ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÉ ÈÏÔÑ ÂÙ �=2 ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, × ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ dB.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ âÅÚÉËÏ×ÉÞÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË dB(x; y) =
lim infn→∞ 1

n#{i : 0 6 i 6 n − 1; x(i) 6= y(i)}. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÅÒÕ ÁÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÎÏÓÔÉ AM(x) = inf{dB(x; Lnx) : n > 1}, ÇÄÅ L ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ
ÌÅ×ÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, AM(x) | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ ÞÉ-
ÓÌÏ ÏÔ 0 ÄÏ 1, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x Ó
ÌÀÂÙÍ Å£ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÏÌÑ AM(x) ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÒÁÚÌÉÞ-
ÎÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ sn = lim supm→∞ 1

m#{0 6 i 6 m − 1 : x(i) = x(i + n)}.
ôÏÇÄÁ AM(x) = 1− sup{sn : n > 1}.

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÍÏÔÉ×Ï× ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÍÅÒÙ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÓÔÁÌÁ
ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ â. äÀÒÁÎÁ, á. òÏÍÁÝÅÎËÏ É á. ûÅÎÑ: äÌÑ ÌÀÂÏ-
ÇÏ � < 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ
AM(x) > �. üÔÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ × [47], ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 6.10. ôÅÏÒÅÍÁ 6.10
ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÓÉÌØÎÏ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÁÍÏÝÅÎÉÑ
ÉÚ [12].

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÅÒÙ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ
É ÐÒÏÓÔÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ
Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ p, ÔÏ dB(x; Lpx) = 0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, AM(x) = 0. ïÂÒÁÔ-
ÎÏÅ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÅÒÎÏ | ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÅÒÁ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ 0. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÏ AM(x), ÔÅÍ ÂÌÉÖÅ x Ë ÐÅ-
ÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ÷ [47] ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ AM(x) = 0, ÅÓÌÉ
x | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ûÔÕÒÍÁ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 6.3 ÎÉÖÅ).

åÓÌÉ × ×ÙÛÅÕÐÏÍÑÎÕÔÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÅ ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.1. ðÕÓÔØ x | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ
ÉÚ k ÓÉÍ×ÏÌÏ×. ôÏÇÄÁ AM(x) = 1− 1

k .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ k ÓÉÍ-
×ÏÌÏ× ÞÁÓÔÏÔÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅÍÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ ÒÁ×ÎÁ 1

k . ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ k ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ t > 1, ÔÏ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ
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ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÊ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ
ÓÄ×ÉÇÅ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ 1

k .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 6.1 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ. ðÒÉ ÔÁËÏÍ
ÐÏÄÈÏÄÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ \ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÏÂßÅËÔ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M
ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ P" ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË \ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ× ÉÚ
M , ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ P , ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÏÌØ". úÄÅÓØ ÅÓÌÉ �∞

k |
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÒÁ×-
ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÕÀ ÍÅÒÕ �k ÎÁ �∞

k , ÔÁË ÞÔÏ �k(u) = 1
k|u| | ÚÄÅÓØ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ ÓÏ ÓÌÏ×Á u, ÍÙ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÅÍ ÐÒÏÓÔÏ u. ÷ÙÛÅÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ
ÎÁ ÜÔÏÔ ÑÚÙË ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ.

îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ É
×ÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÍÅÒÕ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.2. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k
ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÔÏ AM(x) 6 1− 1

2k .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÆÁ-
×ÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ �k = {0; : : : ; k − 1}.

ðÕÓÔØ u = x[l; l+N ] | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x. äÌÑ
0 6 j 6 k − 1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ rj ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÉÍ×ÏÌÁ j × u.
éÍÅÅÍ ∑k−1

j=0 rj = N + 1. äÌÑ j ∈ A ÎÁÊÄ£ÔÓÑ rj(rj−1)
2 ÐÁÒ (p; q), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ

p; q ∈ [l; l +N ], p < q É x(p) = x(q) = j. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

#{(p; q) : p; q ∈ [l; l +N ]; p < q; x(p) = x(q)} =

=
k−1∑

j=0

1
2rj(rj − 1) =

=
k−1∑

j=0

1
2r

2
j −

N + 1
2 >

> 1
2k (N + 1)2 − 1

2(N + 1):

úÄÅÓØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ ∑k−1
j=0 r2

j > 1
k

(∑k−1
j=0 rj

)2
.
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ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÂÌÉÚÉÍ ÓÕÍÍÕ ∑N
n=1 sn, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ sn:

N∑
n=1

1
m#{i ∈ [m− 1] : x(i) = x(i+ n)} =

= 1
m#{(i; n) : i ∈ [m− 1]; n ∈ [1; N ]; x(i) = x(i+ n)} >

>
bm=Nc−1∑

t=1

1
m#{(i; n) : i ∈ [Nt;N(t+ 1)− 1]; n ∈ [1; N ]; x(i) = x(i+ n)} >

>
bm=Nc−1∑

t=1

1
m#{(p; q) : p; q ∈ [Nt;N(t+ 1)]; p < q; x(p) = x(q)} >

> bm=Nc
m

((N + 1)2

2k − N + 1
2

)
→ (N + 1)2

2kN − N + 1
2N

ÐÒÉ m → ∞. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∑N
n=1 sn > (N+1)2

2kN − N+1
2N , É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

sn > (N+1)2

2kN2 − N+1
2N2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ 1 6 n 6 N . ðÒÉ N →∞ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ sn, ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÅ Ë 1
2k , ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, AM(x) 6 1− 1

2k .

÷ [15] ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ AM(x) 6 1 − 1
k ÎÁ ÍÅÒÕ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ k ÓÉÍ×ÏÌÏ×.

6.2. íÅÒÁ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÕÖÉÔ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÎÁÛÅÍÕ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ
ÐÏÎÉÍÁÎÉÀ Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ûÔÕÒÍÁ ËÁË Ï ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÉÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.3. åÓÌÉ x | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ûÔÕÒÍÁ, ÔÏ AM(x) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ x = c�;� | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ûÔÕÒÍÁ (ÚÁÄÁÎ-
ÎÁÑ ËÁË ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ; × ÒÁÍËÁÈ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÍÙ
ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ c ÄÌÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ). ðÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, 0 < � < 1, ÞÉÓÌÏ � ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, É 0 6 � < 1.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ sn ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÉÍ Ë 1. ôÏÇÄÁ ÐÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÅÒÙ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÉÍ AM(x) = 0.
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ðÕÓÔØ " > 0. ðÏÓËÏÌØËÕ � ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ n,
ÞÔÏ fr(n�) < " (ÚÄÅÓØ fr(y) = y − byc | ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-
ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ y). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ x(j) = 0, ÅÓÌÉ 0 6 fr(�j + �) < 1 − �, É
x(j) = 1, ÅÓÌÉ 1 − � 6 fr(�j + �) < 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ
fr(�(i+ n) + �) = fr(fr(�i+ �) + fr(�n)). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

{i ∈ [m− 1] : x(i) 6= x(i+ n)}
⊆ {i ∈ [m− 1] : 1− �− " 6 fr(�i+ �) < 1− �}

∪ {i ∈ [m− 1] : 1− " 6 fr(�i+ �) < 1}:
ïÔÓÀÄÁ #{i ∈ [m − 1] : x(i) 6= x(i + n)} 6 #{i ∈ [m − 1] : 1 − � − " 6

fr(�i + �) < 1 − �} + #{i ∈ [m − 1] : 1 − " 6 fr(�i + �) < 1}. îÏ ÜÔÁ ×Å-
ÌÉÞÉÎÁ < 2"m ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÉ m→∞. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ �, ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ  É ÌÀÂÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-
ÎÙÈ a; b, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 0 6 a < b 6 1, ÉÍÅÅÍ limm→∞ 1

m#{i ∈ [m − 1] : a 6
fr(�i+) 6 b} = b−a. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (fr(�i+))∞i=0
ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÒÏÎÅËÅÒÁ | ÷ÅÊÌÑ,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÍ. [35]).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, sn > 1−2". ðÏÓËÏÌØËÕ " ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ
ÍÁÌÙÍ, ÉÍÅÅÍ AM(x) = 0.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÅÒÕ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ôÕÜ | íÏÒÓÁ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2.4).

ôÅÏÒÅÍÁ 6.4. AM(t) = 1
3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ smn = 1
m#{i ∈ [m− 1] : t(i) = t(i+ n)}.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ sm0 = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ
ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.
ìÅÍÍÁ 6.5. äÌÑ ÌÀÂÙÈ m É n ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ:

s2m
2n = smn ;

s2m+1
2n = m+ 1

2m+ 1s
m+1
n + m

2m+ 1s
m
n ;

s2m
2n+1 = 1− 1

2(smn + smn+1);

s2m+1
2n+1 = m+ 1

2m+ 1(1− sm+1
n ) + m

2m+ 1(1− smn+1):
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÄÅÌØÎÏ Ó Þ£ÔÎÙÍÉ É ÎÅÞ£ÔÎÙ-
ÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

s2m+1
2n+1 = 1

2m+ 1#{i ∈ [2m] : t(i) = t(i+ 2n+ 1)} =

= 1
2m+ 1#{i ∈ [m] : t(2i) = t(2i+ 2n+ 1)}+

1
2m+ 1#{i ∈ [m− 1] : t(2i+ 1) = t(2i+ 1 + 2n+ 1)} =

= 1
2m+ 1#{i ∈ [m] : t(i) 6= t(i+ n)}+

1
2m+ 1#{i ∈ [m− 1] : t(i) 6= t(i+ n+ 1)} =

= m+ 1
2m+ 1(1− sm+1

n ) + m
2m+ 1(1− smn+1):

úÄÅÓØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ t(2i) = t(i) É t(2i + 1) = 1 − t(i),
ËÏÔÏÒÙÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ | íÏÒÓÁ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

éÚ ÌÅÍÍÙ 6.5 ÓÌÅÄÕÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

s2m
1 = 1

2 −
1
2s

m
1 ; s2m+1

1 = m
2m+ 1(1− sm1 ):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ s1
1 = 0. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ limm→∞ sm1 = 1

3 .
ðÕÓÔØ sm1 = 1

3 +am. ôÏÇÄÁ a1 = −1
3 , a2m = −1

2am É a2m+1 = − m
2m+1am− 1

6m+3
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m. ðÏÌÏÖÉÍ bm = 3mam. ôÏÇÄÁ b1 = −1, b2m = 6ma2m =
−3mam = −bm É b2m+1 = 3(2m + 1)a2m+1 = −3mam − 1 = −bm − 1, ÏÔËÕ-
ÄÁ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ |bm| = O(logm). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, limm→∞ am = 0 É
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ limm→∞ sm1 = s1 = 1

3 .
ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6.5 ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÏ m ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ

sn = limm→∞ smn = limm→∞ 1
m#{i ∈ [m − 1] : t(i) = t(i + n)} ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 2. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

s2n = sn; s2n+1 = 1− 1
2(sn + sn+1)

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n. ðÒÉ ÜÔÏÍ s0 = 1 É s1 = 1
3 .

ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ 1
3 6 sn 6 2

3 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 1.
ðÏÓËÏÌØËÕ s3 = 2

3 , ÐÏÌÕÞÁÅÍ AM(t) = 1− 2
3 = 1

3 .
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ × [22] ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ AM(t) > 1=4.
éÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ Á×ÔÏÍÁÔÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÍÅÒÏÊ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ, ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÊ Ë 1, ÍÏÖÎÏ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ.

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ | ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ ôÕÜ | íÏÒÓÁ | ÂÙÌ ÎÁÚ×ÁÎ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ðÒÕÜ × [1]
(ÓÍ. [28]) É ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÁËÔÉ×ÎÏ ÉÚÕÞÁÌÓÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÍ. [3, 31]). ðÕÓÔØ
� : {0; : : : ; k − 1}∗ → {0; : : : ; k − 1}∗, ÔÁË ÞÔÏ:

�(0) = 0 1 2 3 : : : (k − 2) (k − 1)
�(1) = 1 2 3 : : : (k − 2) (k − 1) 0
�(2) = 2 3 : : : (k − 2) (k − 1) 0 1
: : :
�(k − 1) = (k − 1) 0 1 2 3 : : : (k − 2):

ðÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ, (�(i))(j) = i + j (ÄÏ ËÏÎÃÁ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ×ÓÅ ÓÕÍÍÙ É ÒÁÚ-
ÎÏÓÔÉ ÂÅÒÕÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ k) ÄÌÑ 0 6 i; j 6 k − 1. ðÏÌÏÖÉÍ tk = �∞(0).
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ tk ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ tk(ik + p) = tk(i) + p ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ i É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ 0 6 p 6 k − 1.

éÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ tk ÉÍÅÅÔ ×ÙÓÏËÕÀ ÍÅÒÕ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞ-
ÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.
ôÅÏÒÅÍÁ 6.6. AM(tk) 6 2

k+1 − 2
kk−1(k+1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ smn (d) = 1
m#{i : i ∈ [m− 1]; tk(i+n)− tk(i) = d}.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ sm0 (0) = 1 É sm0 (d) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ d, ÔÁËÏÇÏ
ÞÔÏ 1 6 d 6 k − 1.
ìÅÍÍÁ 6.7. äÌÑ ÌÀÂÙÈ m;n É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p; t, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 0 6 p; t 6 k−1,
×ÙÐÏÌÎÅÎÏ:

skm+t
kn+p (d) = 1

km+ t



k−p−1∑

j=0
mjsmj

n (d− p) +
k−1∑

j=k−p
mjsmj

n+1(d− p)


 ;

ÇÄÅ mj = m+ 1 ÄÌÑ j < t É mj = m ÄÌÑ j > t.
éÌÉ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ:

skm+t
kn+p (d) = 1

km+ t
(
(k − p)(m+ 1)sm+1

n (d− p)+

+(t− k + p)(m+ 1)sm+1
n+1 (d− p) + (k − t)msmn+1(d− p)

)
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ÐÒÉ t > k − p É

skm+t
kn+p (d) = 1

km+ t
(
t(m+ 1)sm+1

n (d− p)+

+(k − p− t)msmn (d− p) + pmsmn+1(d− p))

ÐÒÉ t < k − p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õËÁÚÁÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅ-
ÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ tk(ik + p) = tk(i) + p ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ i É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ 0 6 p 6 k − 1:

skm+t
kn+p = 1

km+ t#{i ∈ [km+ t− 1] : tk(i+ kn+ p)− tk(i) = d} =

= 1
km+ t(#{i ∈ [m] : tk(ki+ kn+ p)− tk(ki) = d}+
+ #{i ∈ [m] : tk(ki+ 1 + kn+ p)− tk(ki+ 1) = d}+
+ · · ·+ #{i ∈ [m] : tk(ki+ k − p− 1 + kn+ p)−
− tk(ki+ k − p− 1) = d}+

+ #{i ∈ [m− 1] : tk(ki+ k − p+ kn+ p)− tk(ki+ k − p) = d}+
+ · · ·+ #{i ∈ [m− 1] : tk(ki+ k − 1 + kn+ p)−
− tk(ki+ k − 1) = d}):

úÄÅÓØ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÕÓÌÏÖÎÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ
k − p = t. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ i ∈ [m] Ë i ∈ [m− 1] ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×
t-Í ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ.

ìÅÍÍÁ 6.8. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÅÄÅÌÙ s1(0) = limm→∞ sm1 (0) = k−1
kk−1 É s1(d) =

limm→∞ sm1 (d) = kk−d k−1
kk−1 ÄÌÑ 1 6 d 6 k − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÌÅÍÍÙ 6.7 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

skm+t
1 (d) = 1

km+ tms
m
1 (d− 1)

ÄÌÑ d 6= 1 É
skm+t

1 (1) = 1− m
km+ t(1− sm1 (0)):

ðÏÌÏÖÉÍ sm1 (d)−kk−d k−1
kk−1 = am(d) ÄÌÑ 1 6 d 6 k−1 É sm1 (0)− k−1

kk−1 = am(0).
îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ am(d) → 0 ÐÒÉ m → ∞. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ
m · am(d) = bm(d).
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éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×ÙÛÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ 2 6 d 6 k−1: akm+t(d)+kk−d k−1
kk−1 =

1
km+tm(kk−d+1 k−1

kk−1 + am(d − 1)), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ bkm+t(d) = bm(d − 1) −
tkk−d k−1

kk−1 ÄÌÑ 2 6 d 6 k−1. äÁÌÅÅ, ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×ÙÛÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÖÅ:
akm+t(0) + k−1

kk−1 = 1
km+tm(k k−1

kk−1 + am(k− 1)), ÏÔËÕÄÁ bkm+t(0) = bm(k− 1)−
t k−1
kk−1 . é ÎÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: akm+t(1) + kk−1 k−1

kk−1 =
1 − m

km+t(1 − am(0) − k−1
kk−1), ÏÔËÕÄÁ bkm+t(1) = bm(0) − tkk−1 k−1

kk−1 + t. éÚ
ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ bm(d) ÎÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ |bm(d)| = O(logm) ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ d. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ am(d) → 0 ÐÒÉ m→∞ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ d.

ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6.7 ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÏ m ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n > 2
ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ sn(d) = limm→∞ smn (d). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

skn+p(d) = k − p
k sn(d− p) + p

ksn+1(d− p) (6.1)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n, d, p, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 0 6 d; p 6 k − 1. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ s0(0) = 1
É s0(d) = 0 ÄÌÑ 1 6 d 6 k − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ
ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ AM(tk) 6 2

k+1 − 2
kk−1(k+1) .

ìÅÍÍÁ 6.9.

skk−1(0) = 1
kk

(
1 + k − 1

k + 1
k2k − 1
kk − 1

)
= 1− 2

k + 1 + 2
kk−1(k + 1)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ 0 6 i 6 k ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ i, ÞÔÏ ski−1(k −
i) = 1

ki
(

1 + k−1
k+1

k2i−1
kk−1

)
. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, s0(0) = s0(k) = 1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (6.1) ÉÍÅÅÍ:

ski+1−1(k − (i+ 1)) =

= 1
kski−1(k − i) + k − 1

k ski(k − i) =

= 1
kski−1(k − i) + k − 1

k ki k − 1
kk − 1 =

= 1
k ·

1
ki

(
1 + k − 1

k + 1
k2i − 1
kk − 1

)
+ k − 1
ki+1(k + 1)k

2ik2 − 1
kk − 1 =

= 1
ki+1

(
1 + k − 1

k + 1
k2i − 1
kk − 1

)
+ 1
ki+1

k − 1
k + 1

k2i+2 − k2i

kk − 1 =

= 1
ki+1

(
1 + k − 1

k + 1
k2i+2 − 1
kk − 1

)
:
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ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï AM(tk) = 2
k+1 − 2

kk−1(k+1) ,
ÈÏÔÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ. äÌÑ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÏÂ-
ÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ sn(0), ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÏÐÒÅÄÅ-
Ì£ÎÎÏÊ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ×ÙÛÅ. ðÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ,
ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ × n = kk − 1. üÔÏ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁ-
ÅÔÓÑ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÍÉ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÍÉ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉ×ÅÄ£Í ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÍÅ-
ÒÏÊ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ, ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÊ Ë 1.

ðÕÓÔØ k > 3 É � : {0; : : : ; k − 1}∗ → {0; : : : ; k − 1}∗ | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÁËÏÊ
ÞÔÏ (�(i))(j) = i+ 1 + 2 + · · ·+ (j−1) + j ÄÌÑ 0 6 i; j 6 k−1, ÇÄÅ + ×ÓÅÇÄÁ
ÂÅÒ£ÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ k, Á u(i) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ i-Ê ÓÉÍ×ÏÌ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á u.
ðÏÌÏÖÉÍ xk = �∞(0). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ k = 5, ÔÏ � ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ:

�(0) = 01310
�(1) = 12421
�(2) = 23032
�(3) = 34143
�(4) = 40204;

É x5 = 013101242134143124210131012421 : : :
íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. [47], ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÌÕÞÅÎ ×ÔÏÒÙÍ Á×ÔÏÒÏÍ), ÞÔÏ

ÅÓÌÉ k ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ AM(xk) = 1− 2
k . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.10 ([47]). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � < 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ AM(x) > �.
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